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LIMITELE LIMBAJULUI
SI LIMITELE SISTEMELOR FORMALE!
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LimMiTs OF LANGUAGE AND LIMITS OF FORMAL SYSTEMS

Abstract. This paper offers an analytic comparison between Wittgenstein’s Tractatus
and Godel’s incompleteness theorems, arguing for a structural correspondence between
the limit of sense and the limit of provability. I clarify bipolarity (as a condition for sense)
and representability (as required for arithmetization), and explain why attempts to “say”
a system’s own form are nonsensical within the Tractatus. On Godel’s side,
arithmetization and the diagonal lemma yield a true but unprovable sentence G and show
that a system P cannot prove Con(P) using only its own resources (under the usual
consistency hypotheses — m-consistency or, via Rosser, simple consistency). On this
basis, I formulate the Tractatus versus Godel (TvG) Blind Spot Conjecture: no
representational system can, from within itself, exhaustively express the conditions of its
own intelligibility. The result is not an identity claim but a principled structural analogy,
philosophically and metamathematically motivated, showing that any such system
leaves, by necessity, a “blind spot” with respect to its enabling conditions.

Keywords: Wittgenstein’s Tractatus; Godel’s incompleteness theorems; self-reference;
bipolarity and representability; TvG (Blind Spot) Conjecture.

1. INTRODUCERE: IDEEA SI PLANUL LUCRARII

Lucrarea pune fata in fatd doua opere clasice din primele decenii ale secolului
al XX-lea, Tractatus Logico-Philosophicus si On Formally Undecidable Propositions
of Principia Mathematica and Related Systems I si argumenteaza ca ele Impartasesc
o idee comuna de limita a autoelucidarii. Analiza urmareste trei puncte de contact
dintre cele doua opere: (1) bipolaritatea ca o conditie a sensului, in Tractatus, versus
reprezentabilitatea in sistemul P, la Godel; (2) mecanismele de autoreferinta
implicate 1n propozitia 6.54 si in constructia propozitiei G; precum si (3) raportul
dintre limitele sensului si limitele demonstrabilitatii. Arat cd, in pofida diferentei de
registre — analiza filosofica a limbajului versus logica matematicd — ambele lucrari
raspund unui mediu intelectual cu multi stimuli comuni si ambele scot la lumina o

1O versiune restransa a acestei lucrari a fost prezentatd in cadrul conferintei ,,International
Conference for Emerging Researchers in Philosophy and Language Sciences” (PhiLanSci UAM 2025),
desfasurata la Madrid, la data de 28 mai 2025, sub titlul Limits of Language and Limits of Formal
Systems: A Comparative Analysis of Wittgenstein's Tractatus and Gédel’s Incompleteness Theorems.
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limitd internd a sistemelor capabile de autoanalizd: ceea ce face posibila
reprezentarea nu poate fi exprimat in sistem, iar in registru metamatematic nu este
demonstrabil din interior. Mai mult, aceasta corespondenta obtinuta in contexte atat
de diferite — in sens maxim la Wittgenstein (limbajul ca sistem general de
reprezentare), respectiv in sens minim la Godel (aritmetica elementara formalizata)
— nu este Intamplatoare, ci se datoreaza constrangerilor interne ale sistemelor.

Lucrarea este structuratd in doud parti principale, urmate de o concluzie sub
forma unei conjecturi. Capitolul 2, ,Natura constructivda a teoremelor de
incompletitudine”, oferd o prezentare semi-formald, riguroasd si accesibild a
intregului aparat dezvoltat de Godel. Prezint detaliat numerotarea Gddel, notiunea
de reprezentabilitate, mecanismul lemei diagonale si constructia riguroasd a
propozitiei G, culminand cu demonstratiile celor doud teoreme si cu analiza
consecintelor lor imediate.

Capitolul 3, ,,Tractatus-ul si teoremele de incompletitudine”, plaseaza cele
doud opere in contextul comun al cautdrii fundamentelor si incepe analiza
comparativa propriu-zisd. Ne vom concentra pe trei puncte de contact esentiale: rolul
jucat de bipolaritate in Tractatus versus cel al reprezentabilitatii la Gddel ca
preconditii ale sistemelor; mecanismele de autoreferinta implicate in propozitia 6.54
si, respectiv, In propozitia G; si, In final, paralela filosoficd dintre limitele sensului
si limitele demonstrabilitatii.

Capitolul 4, ,,Conjectura TvG — Tractatus versus Godel (Conjectura punctului
orb)”, sintetizeaza aceste paralele si formuleazd, sub forma unei conjecturi, o
generalizare a rezultatelor analizei la toate sistemele de reprezentare.

2. NATURA CONSTRUCTIVA A TEOREMELOR DE
INCOMPLETITUDINE: O PREZENTARE SEMI-FORMALA

2.1. NUMEROTAREA GODEL

Pornim de la un sistem formal capabil sd exprime un anumit fragment de
matematicd elementard. Godel a numit acest sistem P, iar el corespunde aproximativ
portiunii din Principia Mathematica care este suficientd pentru formularea
aritmeticii elementare.

Fiecare formula din sistemul P este un sir de simboluri si poate fi reprezentata
ca o secventa de numere, dupa cum urmeaza:

Fiecarui simbol din sistem i se asociaza un numar natural unic. De exemplu,
putem aloca:

0—-1,S—>2,=>3,~>4+->55(—-6,)>7,p—>8 V-9 sam.d

Aceste numere sunt folosite drept exponenti intr-o schema fixata de codificare:
fiecare numar din secventd devine exponentul unui numar prim corespunzator, iar
produsul acestor puteri formeaza un numéar Godel unic pentru acea formula.

196



Formula generala de obtinere a numerelor Godel, conform schemei de
codificare aleasd, este: " N '=[] pi* ,i=1, ..., k, unde pi reprezinta sirul numerelor
prime, iar a; reprezintd sirul exponentilor obtinuti din aplicarea schemei de codare.

Pentru a reconstitui formula datd pornind de la numarul ei Gédel, vom urma
pasii in ordine inversa: in primul rand, vom descompune numarul dat in factori primi.
Conform teoremei fundamentale a aritmeticii, aceastd descompunere este unica.
Vom ordona factorii crescator, in functie de baza si apoi vom extrage exponentii lor,
in ordinea in care apar. In sfarsit, vom asocia fiecirui exponent simbolul corespunzitor
pentru a obtine formula data.

Statutul unui numar — daca este sau nu un ,,numar Godel” valid — nu este o
proprietate absolutd a numarului in sine, ci depinde de sistemul de codificare ales.
Existd o infinitate de posibilititi distincte in care putem alege codificarea
simbolurilor necesare pentru numerotarea Godel, dar, in sine, oricare este la fel de
potrivita scopului si oricare doua codificari alese sunt echivalente. Scopul nu este sa
cream un singur limbaj standardizat, ci sd ardtam ca orice sistem formal cu
caracteristicile amintite poate fi aritmetizat Tn acest mod.

Pentru a codifica un sir de formule, vom proceda 1n felul urmator: asociem
fiecarei formule un numar Gédel, Ny, No, ..., iar apoi construim numdarul 2N - 3N . si
obtinem astfel un nou numar Godel, si-1 notam M asociat unui sir de formule.
Formula generala de obtinere a numarului™ M "este M =[] pN,i=1, ..., k, unde
pi reprezinta sirul numerelor prime, iar N; reprezinta sirul numerelor Godel asociate
formulelor. Scopul acestei aritmetizari este ca afirmatii metamatematice (privind ce
se demonstreaza 1n P) sa fie exprimate ca propozitii aritmetice in limbajul lui P;
astfel, P poate formula, prin codurile Godel, enunturi despre propriile demonstratii.

2.2. REPREZENTABILITATEA

Sistemul 1n care functioneaza demonstratia lui Godel este orice constructie
formala efectiv axiomatizabild in care putem exprima aritmetica elementara. In acest
context, termenul ,efectiv’ trimite la ideea existentei unui procedeu finit.
Formalizarea matematica riguroasa pe care Godel o da acestor notiuni intuitive este
exact clasa functiilor si predicatelor recursive primitive®. Aceastd clasa oferd un
cadru precis pentru ceea ce putem calcula sau verifica prin proceduri finite si va
constitui fundamentul pentru discutia despre aritmetizarea sintaxei si reprezentabilitate.
Functiile recursive primitive sunt construite din functiile de baza (zero, succesor,
proiectii) prin compozitie si recursie primitivd. Exemple familiare sunt adunarea,
inmultirea si exponentierea.

In constructia sa, Godel codificd expresiile sintactice ale sistemului formal prin
numerotarea Godel, transformand proprietati precum ,,x este o formula bine formata”
sau ,,y este o demonstratie” in predicate recursive primitive definite pe aceste coduri.

2 Godel a fost initiatorul aritmetizarii sintaxei folosind predicate si functii recursive primitive in
acest rol metateoretic. Notiunea generala de ,,calcul efectiv”’ a primit ulterior caracterizari echivalente
(Church, Turing etc.). Clasa functiilor recursive primitive ramane insa suficienta pentru reprezentabilitatea
necesard in demonstratia din 1931.
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Aceasta abordare permite aritmetizarea sintaxei — adicd reducerea problemelor
metamatematice la cele aritmetice — si asigurad reprezentabilitatea tare a acestor
predicate in interiorul lui P3. ,, Aritmetizabil” Tnseamna: putem formula in aritmetica
relatia doritd (adevarata in N). ,,Reprezentabil in T”, unde T este o teorie formala in
general, adauga cerinta demonstrabilitatii intr-un cadru axiomatic. Mai exact,
Lreprezentabil in T” inseamna pentru orice n, daca ®(n) este o formula adevarata in
N, atunci TF ®(n), iar — in varianta tare a reprezentabilitatii — daca ®(n) nu este
adeviaratd in N, atunci T + — ®(n).* Drumul pe care il urmeaza Godel este de la
recursiv primitiv la aritmetizabil si de acolo mai departe la reprezentabil in sensul
tare in sistemul P°.

In general, fiecare functie sau relatie recursivid primitivd este astfel
reprezentabild in aritmetica formald — in particular, in P — si, prin reprezentarea ei,
are un numdr Godel asociat. Aceastd asociere numericd este esentiald pentru
demonstratia lui Godel: ea permite sistemului sd isi exprime structura proprie in
termeni aritmetici. Practic, orice afirmatie despre formule devine o afirmatie despre
numere.

Prin tehnica numerotarii Godel, proprietétile sintactice relevante ale limbajului
lui P devin relatii asupra numerelor naturale; ele sunt definibile aritmetic si — in
mdsura necesard — reprezentabile in P. Cu alte cuvinte, metamatematica si
metalogica devin aritmetica.

in sistemul P, fiecare formuld este un sir finit de simboluri, iar prin
numerotarea Godel putem asocia fiecarei formule un numar. Consideram functia
lungime, L(x), care dd numarul de simboluri al formulei cu numarul Godel x.
Aceasta poate fi definitd schematic prin recursie pe structura formulelor:

Lx)= kx), daca x codificad o formula atomica,
L(y) + L(z) + ca, daca x codifica (¢ A y), unde
y:r(P W,Z:rw 'I,
L(y) tc-, daca x codifica —o,
L(y) + cv, daca x codifica Vvo,
0, altfel (daca x nu codifica o formula

bine formata),
unde ¢y, c-, ¢y sunt constante care depind de conventia de numarare.

3 Asa cum stim dupi rezultatul lui Tarski, nu existd o formuld aritmetica care si defineascd in
acelasi limbaj predicatul de adevar pentru aritmetica de ordinul intdi; in consecintd, acest predicat nu
este reprezentabil in P sau 1n orice alt sistem coerent suficient de puternic pentru a exprima aritmetica.
Vezi Alfred Tarski, ,,The concept of truth in formalized languages”, in Logic, semantics, metamathematics:
Papers from 1923 to 1938, trad. J. H. Woodger, ed. John Corcoran (ed. a 2-a), Indianapolis, Hackett
Publishing, 1983, p. 254. in schimb, predicatele sintactice relevante pentru teorema lui Godel (de tipul
X este formula”, ,,x este o demonstratie a lui y”’) sunt aritmetizabile si reprezentabile. Un aspect esential
al succesului lui Godel se datoreaza faptului ca a operat exclusiv cu notiuni sintactice (formuld, axioma,
demonstratie, demonstrabil), care sunt verificabile mecanic si, prin urmare, reprezentabile. Teorema lui
Tarski arata ca notiunile semantice (de exemplu, notiunea de adevar) nu se bucura de aceeasi proprietate
si nu pot fi supuse unui procedeu similar.

4 1n formularile generale folosim n ca numar natural arbitrar. Cand discutdm insa la nivel intern, intr-
o teorie formald, acelasi n este reprezentat prin numeralul sdu, pe care il notam n cu o bara deasupra: .

5 In aceasta lucrare, folosim reprezentabil in sens tare.
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Aceastd functie este recursivd primitiva Intrucat: i) se bazeazd pe
descompunerea structurald finita a formulelor; ii) fiecare pas foloseste operatii
primitive (de ex., extragerea componentelor din numarul Gddel) si iii) procesul se
opreste intotdeauna, deoarece formulele au lungime finitd. Functia poate fi
reprezentatd 1n P printr-o formula Lungime(x,y) in P: ,,formula cu numéarul Godel x
are lungimea y”.

Exemplu concret:

Formula Vx (x = x) are 7 simboluri. Dacd numarul ei Godel este, sa
presupunem, 12700, atunci in P putem demonstra:

P + Lungime(12700, 7)

De asemenea, putem ardta ca:

P + —Lungime(12700, n), pentru orice n € N \{7}.

Acest exemplu aratd cum proprietati sintactice precum ,,este formula”, ,.este
demonstratie”, ,,are lungimea n” devin functii sau relatii recursive primitive, deci
aritmetizabile si reprezentabile. Exact pe acest tip de mecanism se bazeaza
constructia lui Godel.

In general, spunem ci o functie asupra numerelor naturale este reprezentabila
intr-o teorie formald atunci cand putem gasi o formula din limbajul acelei teorii care
exprima corect functia: pentru orice intrari, teoria poate demonstra ca un anumit
numdr este rezultatul functiei aplicate la acele intrdri si, de asemenea, poate
demonstra cd niciun alt numar nu poate fi rezultatul. Cu alte cuvinte, teoria
»recunoaste” in mod intern valoarea corecta a functiei.

O relatie asupra numerelor naturale este reprezentabila intr-o teorie formala
atunci cand exista o formula a teoriei care decide corect, pentru orice combinatie de
numere, daca ele satisfac sau nu acea relatie. Mai exact: daca relatia este adevarata
pentru anumite numere, teoria poate demonstra propozitia care afirma asta; daca
relatia nu este adevirata, teoria poate demonstra negatia.

2.3. MINIMUL NECESAR

Dupa ce am stabilit ca proprietatile sintactice ale unui sistem formal pot fi
aritmetizate si sunt reprezentabile in P, o intrebare justa apare: care este minimul
necesar de putere aritmetica ca aceste notiuni si procedee sa functioneze? Care este
acel sistem ,,efectiv axiomatizat” in care putem exprima aritmetica si putem, mai
departe, aritmetiza sintaxa logica? Ce set minimal de axiome aritmetice este necesar
pentru ca un sistem sa poata reprezenta functiile recursive necesare si, prin urmare,
sd fie supus teoremelor de incompletitudine ale lui Godel? Raspunsul este
surprinzator de simplu, deoarece avem nevoie de surprinzitor de putin.

Sistemul pe care il foloseste propriu-zis Godel in lucrarea din 1931 — sistemul
pe care 1l noteaza P — este, in esentd, ceea ce rezultd cand suprapunem logica din
Principia Mathematica peste axiomele aritmeticii lui Peano®. Intr-o noti, Godel
precizeaza ca addugarea axiomelor lui Peano are rol simplificator in demonstratie;

¢ Kurt Godel, ,,On Formally Undecidable Propositions of Principia Mathematica and Related
Systems I”’, in Kurt Godel, Collected Works. Volume I: Publications 1929-1936, ed. S. Feferman s.a.,
Oxford, Oxford University Press, 1986, p. 151.
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in principiu, argumentul poate fi formulat in orice teorie efectiv axiomatizabila si
suficient de expresiva pentru aritmetica elementard. Ca reper minim standard, voi
folosi aritmetica lui Robinson’ (notatd standard Q) in raport cu care aritmetica lui
Peano (notatd standard PA) este o extindere strictd® a lui Q

(PA = Q + schema de inductie).

In continuare, voi prezenta pe scurt cele doud teorii.

Aritmetica lui Robinson (Q) se bazeaza pe un limbaj formal cu o constanta (0),
o functie succesor (S) si doud operatii (+, ). Ea este definitd de urmatoarele sapte
axiome:

Axiomele Succesorului:

1. ¥x (—(Sx = 0))

2. VxVy (Sx =Sy—x=Yy)

3. Vx(x # 0—3y (x = Sy))

Axiomele Adunarii:

4. vx (x+0 =x)

5. VxVy (x+Sy = S(x+y))

Axiomele Inmultirii:

6. Vx (x-0=0)

7. VxVy (x-Sy = (xX-y)+X)

Ce poate si ce nu poate demonstra Q: in Q se pot demonstra toate instantele
numerale ale regulilor recursive: de pilda, pentru fiecare n fix, 0 + n = n este
demonstrabil, dar fard inductie, Q nu poate generaliza sistematic aceste instante la
propozitii universale. Exemple standard: propozitii ca ,,pentru orice x, 0 + x =x” sau
,pentru orice X, y, X + y =y + x” nu sunt teoreme ale lui Q, dar sunt teoreme in PA.

Aspectul important este ca aceasta teorie atinge pragul de expresivitate necesar
pentru a ,,vorbi” in interior despre forme, demonstratii si coduri numerice ale
acestora. Astfel, avem 1n Q:

a) Aritmetizarea sintaxei

Formule, siruri si demonstratii pot fi codate numeric (numere Gddel). Relatiile
,»y este codul unei formule” sau ,,y este codul unei demonstratii in P sunt primitive
recursive; Q are resurse sa le descrie prin formule aritmetice.

b) Reprezentabilitate

Fiecare functie sau relatie primitiv recursivd are o reprezentare aritmetica
adecvatd in Q. In consecinta, predicatele de tip ,,Demp (x)” (,,x este codul unei
demonstratii in P”’) pot fi realizate In limbaj aritmetic prin formule de tip existential.

7 Aritmetica lui Robinson a fost introdusd in 1950, vezi R. M. Robinson, ,,4n essentially undecidable
axiom system”, in Proceedings of the International Congress of Mathematicians (Cambridge, Mass.,
30 aug.—6 sept. 1950), vol. 1, American Mathematical Society, Providence, 1952, pp. 729-730. Vezi si
Alfred Tarski, Raphael M. Robinson, Essential Undecidability in Arithmetic, in Alfred Tarski, Andrzej
Mostowski, Raphael M. Robinson, Undecidable Theories, North-Holland (Studies in Logic and the
Foundations of Mathematics), Amsterdam, 1953, pp. 37-75.

8 In logica matematici putem fixa vocabularul dupa cum urmeaza:

Extindere a unei teorii T'2T (in acelasi limbaj): addugare de axiome;

Extindere stricta: exista cel putin o formula F astfel incat T' + F, dar T # F;

Extindere conservativa: T'2T, dar nu aduce teoreme noi in limbajul vechi;

Extindere definitionald: T’ se obtine din T prin adaugarea de simboluri noi impreuna cu definitii
explicite; este o extindere conservativa, iar definitiile se pot fi eliminate.
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c¢) Posibilitatea de diagonalizare, adicad o teorie in care functioneaza lema
diagonald (despre lema diagonald vom vorbi 1n sectiunea urmatoare).

Aritmetica lui Peano’ (PA) este o extindere strictd a lui Q prin intermediul
schemei de inductie: diferenta de ,,putere” este deductiva, nu de limbaj. Limbajul
(notat L (PA)) este acelasi ca in Q si, de asemenea, ne aflam 1n acelasi cadru teoretic
al logicii de ordinul intai cu identitate:

L (PA)={0, S, +, -}, in cadrul logicii clasice de ordinul I cu identitate.

Baza aritmetica consta din axiomele lui Q, care functioneaza ca o subteorie.
Pana aici, nu este nimic diferit esential fatd de Q. Ceea ce aduce PA in plus este
schema de inductie (o notim IND) pe care o formuldm dupa cum urmeaza:

Pentru orice formuld ¢(x) din L(PA):

(p(0) A Vx(9(x) — 9(Sx))) — Vx @(x), unde x este o variabila libera, variabila
de inductie propriu-zisa, iar ¢ poate contine si alti parametri (considerati fixati).

Definitie:

PA = Q + IND. Aritmetica lui Peano este efectiv axiomatizata, iar instantele
de inductie sunt recursiv enumerabile. Spre deosebire de Q, PA nu este finit
axiomatizatd. Totusi, multimea (infinitd) a axiomelor este decidabila — in special,
verificarea cd o formula este o instantd a inductiei este algoritmica — astfel Incat
notiunea de ,,demonstratia In PA” ramane complet formalizabila.

2.4. AUTOREFERINTA SI LEMA DIAGONALA

Traditional, autoreferinta era domeniul paradoxurilor logice, precum paradoxul
mincinosului. In forma sa cea mai simpla, paradoxul este incapsulat in urmatoarea
propozitie:

M: ,,Aceasta propozitie este falsa”.

Paradoxul apare cand incercam sa determindm daca M este adevarata sau falsa.
Daca M este adevarata, atunci ceea ce afirma ea trebuie sa fie adevarat. M afirma ca
»Aceasta propozitie (M) este falsd”. Prin urmare, trebuie sd concluzionam ca M este
falsa. Acest lucru duce la o contradictie: am pornit de la premisa ca M este adevarata
si am dedus ca este falsa.

Daca, pe de alta parte, plecam de la presupozitia cd M este falsa, atunci negatia
a ceea ce afirmd ea trebuie sa fie cazul. M afirma ca ,,Aceasta propozitie (M) este
falsd”. Negatia acestei afirmatii este ,,Aceastd propozitie (M) este adevarata”. Prin
urmare, trebuie sa concluziondm ca M este adevarata. Acest lucru duce, din nou, la
o contradictie: am pornit de la premisa ca M este falsa si am dedus ca este adevarata.

° Giuseppe Peano a formulat in 1889, in Arithmetices principia, nova methodo exposita, sistemul
axiomatic care 1i poartd numele, cu scopul de a oferi o fundamentare axiomatica a aritmeticii numerelor
naturale dintr-un numar redus de concepte primitive (numarul initial — la Peano, 1; functia de succesor;
predicatul ,,este numar natural”) si un set de postulate. In versiunea originala, principiul inductiei este
exprimat ca o unica axioma de ordinul al doilea; in prezentarea modernd de ordinul I (PA), inductia
apare ca schema infinita pentru toate formulele limbajului. Am consultat lucrarea in Peano, Giuseppe,
,»The principles of arithmetic, presented by a new method”, in From Frege to Gédel: A Source Book in
Mathematical Logic, 1879-1931, edited by Jean van Heijenoort, 83-97. Cambridge, MA: Harvard
University Press, 1967.
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Deoarece ambele ipoteze (ca M este adeviarata sau cd M este falsd) duc la
contradictie, propozitia pare sa sfideze legile fundamentale ale logicii. Propozitia nu
poate sa fie nici falsa, nici adevarata. Ne aflam intr-o stare de perpetud perplexitate.
Paradoxul apare cand un predicat general de adevar este aplicat in acelasi limbaj
propriei enuntari.

Godel va transforma aceastd problemd destructivdi Intr-un instrument
constructiv, creand enunturi autoreferentiale care evitd contradictia prin inlocuirea
conceptului semantic de ,,adevar” cu conceptul sintactic de demonstrabilitate.
Instrumentul formal care permite unei formule sa ,,se refere la sine” este lema
diagonala. Aceasta garanteaza existenta unei propozitii S care afirma o proprietate
despre sine insasi, referindu-se la propriul sau numar Gédel ™ S ™.

Vrem o propozitie S (fard variabile libere) care ,,vorbeste despre sine”, in
sensul precis:

PFSe— oS,

unde: @(x) este o formuld data a limbajului aritmeticii, cu exact o variabila
libera x (poate avea si alti parametri, considerati fixati); = S 7 este numarul Godel al
lui S; iar P + ... Inseamna ,,sistemul P (sistemul PM + PA folosit de Godel)
demonstreaza ...”.

Propozitia S este echivalenta in P cu afirmatia ¢ despre propriul ei cod ™ S 7
in acest sens, putem vorbi despre autoreferinta aritmetizata.

Daca am incerca sd scriem direct propozitia ,,¢(" aceasta propozitie '), am
intra Intr-un cerc vicios: ca sd scriem numeralul numarului Gédel ™ S ™ in interiorul
lui S, trebuie dejasa stim"™ S 7; dar™ S " depinde de intregul continut al lui S, inclusiv
de acel numeral. Orice modificare a numeralului schimba propozitia, deci 1i schimba
codul, ceea ce cere alt numeral, s.a.m.d. ajungem la regres ad infinitum. Lema
diagonald evita acest blocaj: nu cere ,,potrivirea codurilor de la inceput”, ci
construieste un punct fix la nivel de echivalentd demonstrabila 1n teorie.

Pentru a evita acest regres, folosim o functie de substitutie:

Functia sub(n, m): primeste n = codul unei formule cu o variabild libera
desemnata x si m = un numadr natural; returneazd codul formulei obtinute din formula
cu cod n prin Inlocuirea lui x cu numeralul corespunzator lui m, adica m.

Aceasta functie este recursiva primitiva, deci reprezentabila in P: prin urmare,
exista formule aritmetice SUB(u, v, w) care o exprima corect, iar P demonstreaza pe
instante numerale existenta si unicitatea rezultatului. SUB(u, v, w) este o formula cu
trei variabile libere (u, v, w) care este adevarata daca si numai dacd w este numarul
Godel al formulei obtinute prin substituirea variabilei libere X cu numeralul v in
formula cu codul u'’.

Avem acum la dispozitie proprietatea @(x) si functia sub(n, m) (reprezentata in
P de formula SUB(u, v, w)), pe care le asamblam pentru a construi propozitia finala
S si a garanta diagonalizarea.

10 Legdtura cu sub(n, m) (functia meta) este urmdtoarea: pentru toate n, m, daci z = sub(n, m) la
metanivel, atunci P - SUB(i, m, Z). Aritmetica poate ,,citi” un text formal (prin codul lui), poate ,,scrie”
un numeral, poate face substitutie ca intr-un editor de text si poate ,,inchide la loc” totul intr-un numar.
SUB(u, v, w) este exact descrierea numerica a acestei operatii de editare sintactica.
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Constructia punctului fix (Propozitia S) se realizeaza astfel:

Pornind de la proprietatea ¢(x), construim o noud formula, pe care o vom numi
y(x), care are o singurd variabila libera, x. Aceastd formuld descrie o proprietate
complexa:

y(x) =3z (SUB(x, X, z) A ¢(2))

Sa traducem ce spune y(X): ,,Exista un numar z, astfel incdt z este numarul
Gadel al formulei obtinute prin luarea formulei cu codul x si substituirea variabilei
libere din ea cu numeralul corespunzdtor codului lui x, iar formula cu codul z are
proprietatea ¢.”

Mai simplu, y(x) spune: ,,Rezultatul substitutiei formulei cu codul x are
proprietatea ¢.”

Acum calculam numarul Godel al acestei formule:

Formula y(x) pe care tocmai am construit-o este un sir finit de simboluri. Ca
orice alta formula, are propriul ei numar Godel. Sa notam acest numar cu h.

h=" y(x) '=" 3z (SUB(x, X, 2) A ¢(z)) ”

h este un numar natural specific si constant.

In sfarsit, construim propozitia S ludnd formula y(x) (al cirei cod este h) si
substituind In ea variabila liberd x cu numeralul care corespunde numarului h.

S = y(h)

Dacé explicitam definitia, propozitia S este:

S =3z (SUB(h, h, z) A ¢(2))

Am obtinut o propozitie S care, la prima vedere, vorbeste despre un numar fix
h. Sa vedem insa ce demonstreaza sistemul P despre S. Ce calculeaza sub(h, h)?
Conform definitiei functiei sub, sub(h, h) ia formula cu codul h (adica y(x)) si
substituie in ea variabila x cu numeralul h. Rezultatul este, prin insisi constructia
noastra, propozitia S. Prin urmare, valoarea numerica a Iui sub(h, h) este exact
numarul Godel al lui S.

sub(h,h)="S"

Deoarece SUB reprezintd sub in P, sistemul poate demonstra formal acest
calcul. P poate demonstra ci singurul z care satisface SUB(h, h, z) este chiar™ S 7.

P+ Vz(SUB(h,h,z) >z="S")

S =3z (SUB(h, h, z) A ¢(2))

Datoritd a ceea ce P poate demonstra, putem substitui SUB(h, h, z)cuz="S 7
in interiorul demonstratiei. Astfel, P poate demonstra ca S este echivalent cu:

3z(z="S "A ¢(2)),

ceea ce este, evident, echivalent cu:

(" ST

in concluzie, S realizeaza autoreferinta aritmetizatd: ea nu contine ,literal”
propriul sdu numar Godel (" S 7), ci contine numeralul lui h (codul formulei-sablon
y(x)), aranjat intr-o structurd care descrie modul de calcul al lui ™ S 7. Astfel, P
demonstreaza echivalenta S < ¢(" S 7), iar S ajunge sa afirme cd ea insasi are
proprietatea @. Aceasta este esenta lemei diagonale.
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2.5. PROPOZITIA G

Constructia propozitiei G este, in principal, o aplicare directa a lemei diagonale
asupra unei proprietati specifice, anume proprietatea de a nu fi demonstrabil.

Mai intai, definim predicatul de demonstrabilitate. Deoarece notiunea ,,y este
codul unei demonstratii in P a formulei cu codul x” este recursiva primitiva, putem
defini in limbajul aritmetic un predicat Demp(x):

Demp(x) = 3y Demstp(y, X),

unde Demstp(y, X) este un predicat binar care formalizeaza relatia sintactica ,,y
este numarul Godel al unei demonstratii valide in P pentru formula cu numarul Godel
x”’; iar Demp(X) este un predicat unar care exprima proprietatea existentiala ,,formula
cu codul x este demonstrabila”.

Proprietatea care ne intereseaza este negatia acestui predicat, adica
nedemonstrabilitatea:

—Demp(x)

Aceasta este formula @(x) pe care o vom folosi. Este o formuld aritmetica bine
formata, cu o singura variabila libera, x.

Acum ludm aceasta proprietate specifica si o introducem in ,,masindria” lemei
diagonale. Lema diagonald ne garanteaza cd, pentru orice formula ¢(x), exista o
propozitie S astfel incat

PFSe o ST.

in cazul nostru, ¢p(x) este “Demp(x). Prin urmare, lema diagonald garanteazi
existenta unei propozitii, pe care o vom numi G, cu proprietatea:

P+ G e —Demp(" G7)

Sa ,traducem” in limbaj natural aceasta echivalenta demonstrabila:

Partea stanga este propozitia G. Partea dreaptd, “Demp(" G 7), afirma ca ,,propozitia
cu numarul Gédel ~ G ™ nu este demonstrabila in sistemul P”. Deoarece propozitia
cu numarul Gédel ™ G 7 este 1nsasi propozitia G, echivalenta de mai sus inseamna ca
G este o propozitie care afirma despre sine ca nu este demonstrabila in sistemul P:

G: ,,Propozitia cu numarul Gédel ™ G ™ nu este demonstrabila in sistemul P.”

Aceasta este celebra propozitie G a lui Godel. Asa cum vom vedea in
continuare, ea nu este un paradox; dimpotriva, propozitia G va fi piesa centrala in
demonstrarea primei teoreme de incompletitudine, care se bazeaza pe analiza a ceea
ce poate si a ceea ce nu poate demonstra P despre G.

2.6. PRIMA TEOREMA DE INCOMPLETITUDINE

Demonstratia este un argument care analizeazd statutul propozitiei G in P.
Avem deja P - G <> ~Demp(" G 7) si presupunem ca sistemul P este consistent;
consistenta sistemului este o premisd-cheie in argumentare''. Ce rezultd acum din
faptul ca avem propozitia G in sistem?

1 fn lucrarea sa din 1931, Godel a folosit e-consistenta (o conditie mai puternici, ce afirmi ci o teorie
nu poate demonstra 3x ¢(x) si, simultan, sa demonstreze —@(n) pentru fiecare numar natural n), dar in 1936,
J.B. Rosser a generalizat demonstratia pentru consistenta simpld. Vezi J. B. Rosser, ,,Extensions of Some
Theorems of Godel and Church”, The Journal of Symbolic Logic 1, no. 3 (Septembrie 1936), p. 87: ,,We shall
say that a logic is ,,simply consistent” if there is no formula A such that both A and -A are provable.”
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Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca G este demonstrabila in P. Adica:

P-G

Din constructia lui G, stim ca:

PFG e —Demp(" G7)

Prin urmare, daca P + G, atunci rezultd ca P - ~Demp(" G 7). Pe de alta parte,
dacd P demonstreaza G, atunci faptul ca G este demonstrabila este el Tnsusi un fapt
demonstrabil in P, ceea ce Tnseamna cd P + Demp(" G 7). Astfel, am ajuns la o
contradictie formala: sistemul P ar demonstra atat Demp(™ G 7), cat si negatia sa,
—Demp(" G 7).

In concluzie, daci P este consistent, atunci G nu este demonstrabili in P. Altfel
spus:

Daca P este consistent, atunci P i+ G.

Aceasta este prima parte a teoremei: G nu este demonstrabila.

Pentru a completa imaginea incompletitudinii, sd ardtam ca nici negatia lui G
nu este demonstrabild. Presupunem, din nou prin reducere la absurd, cd —G este
demonstrabila in P.

P+ —G.

Din constructie, G echivaleaza cu Demp(" G 7). Asadar, presupunerea noastra
inseamna ca P - Demp(" G 7), adica P - 3y Demstp(y,” G 7). Totusi, din prima parte
stim ca nu existd nicio demonstratie a lui G. Acest fapt poate fi aratat in P pentru
fiecare caz individual: P poate demonstra “Demstp(0,” G 7), “Demstp(1,™ G 7) etc.,
pentru fiecare numeral i, deoarece Demstp, fiind recursiv primitiv, este reprezentabil
in P. Prin urmare, sistemul demonstreaza 3y ¢(y), dar si —¢(n) pentru fiecare n, ceea
ce contrazice direct definitia w-consistentei. Prin urmare, daca P este w-consistent,
se ajunge la o contradictie.

In concluzie, daca P este m-consistent, atunci nici G nu este demonstrabili in
P. Sistemul P nu poate decide propozitia G 1n niciun sens — aceasta este indecidabila
in P.

Suntem acum in masura sd enuntam prima teorema de incompletitudine:

Pentru orice teorie formala P care este w-consistentd, efectiv axiomatizabild
si suficient de puternica pentru a reprezenta aritmetica (i.e., contine cel putin Q),
existd o propozitie G a limbajului sau astfel incat nici G, nici negatia sa ~G nu sunt
demonstrabile in P.

Pe scurt, un astfel de sistem este in mod necesar incomplet.

Acum, sa aratam ca G este, totusi, adevaratd. Adevarul lui G depinde de
interpretarea semantica in modelul standard al aritmeticii (N, cu operatiile obignuite).
Din demonstratia de mai sus, stim cd G nu este demonstrabild in P (sub asumarea
consistentei). Dar G tocmai afirmd ~Demp(" G 7), adicd ,,G nu este demonstrabila”.
Prin urmare, afirmatia lui G corespunde realitdtii: ea este intr-adevar
nedemonstrabila, deci G este adevarata.

12" Aceasta este o proprietate a predicatului Demp, care decurge din faptul ci relatia de
demonstratie Demstp este primitiv recursiva si deci reprezentabila. De aici urmeaza internalizarea
demonstratiilor: daca P + S, atunci P + DemP(" S 7). Existd un cod x al demonstratiei lui S; cum Demstp
este primitiv recursiva si reprezentabild, P + Demste(X ,” S 7), deci P + 3y Demstp(y, ™ S 7), adica P +
Demp(" S 7) — acest fapt se obtine in teorii care contin cel putin Q.

205



Deoarece nu existd nicio demonstratic in P pentru G (altfel am avea
contradictie), predicatul Demp(” G ) este fals in N, deci "Demp(" G 7) este adevarat,
ceea ce Tnseamnad ca G este adevarata.

Cu alte cuvinte, metateoretic, sub consistenta, nu existd demonstratie a lui G
in P; deci propozitia aritmeticd Demp(™ G 7) este falsa in N, iar “Demp(” G 7) este
adevarata. Cum G este echivalenta cu “Demp(" G 7), rezulta ca G este adevarata, dar
nedemonstrabild in P.

Astfel, G este o propozitie adevarati, dar nedemonstrabild in P, ceea ce
constituie un exemplu concret de incompletitudine in P.

2.7. ADOUA TEOREMA DE INCOMPLETITUDINE

Dupa prima teorema de incompletitudine, care aratd ca in orice sistem formal
consistent si suficient de puternic exista propozitii (adevarate in modelul standard N,
metateoretic), dar indecidabile (precum propozitia G), trecem la a doua teorema.
Aceasta se obtine combindnd rezultatul primei teoreme cu formalizarea interna a
demonstrabilitatii (conditiile Hilbert-Bernays—Lob)"? si afirma ca, dacd un astfel de
sistem P este consistent, atunci propozitia care exprima consistenta lui P (notata
Con(P)) nu poate fi demonstrata in interiorul Iui P. Cu alte cuvinte, niciun sistem
formal nu poate dovedi propria sa consistentd folosind doar resursele sale interne —
o lovitura si mai profunda pentru programul Iui Hilbert de a fundamenta matematica
pe baze absolut sigure'.

O enuntdm astfel:

Fie P o teorie (precum PA) care satisface conditiile primei teoreme. Fie
Con(P) o propozitie aritmeticd ce exprimd consistenta lui P. In aceste conditii:

Daca P este consistent, atunci P ¥ Con(P).

13 Acest pas, formalizarea demonstratiei primei teoreme in P, se bazeaza pe faptul ci predicatul
de demonstrabilitate Demp(x) satisface un set de conditii tehnice, numite conditiile de derivabilitate
Hilbert-Bernays-Lob (notate HBL). Acestea garanteazd cd Demp(x) se comportd, in interiorul
sistemului, asa cum ne-am astepta sa se comporte un predicat de demonstrabilitate.

Cele trei conditii principale sunt:

1. Daca P  F, atunci P - Demp(" F 7).

(Daca o propozitie este demonstrabila, sistemul P poate demonstra faptul cd este demonstrabila).

2. PFDemp(" F - G ™) — (Demp(" F ") — Demp(" G 7))

(P ,,stie” ca demonstrabilitatea este inchisa sub regula Modus Ponens).

3. P+ Demp(" F ") — Demp(" Demp(" F 7) 7)

(P poate demonstra prima conditie despre sine insusi).

Sisteme precum Aritmetica lui Peano (PA) satisfac aceste conditii, permitdnd astfel
demonstrarea celei de-a doua teoreme de incompletitudine.

Pentru conditiile Hilbert-Bernays-Lob, vezi Peter Smith, An Introduction to Gédel’s Theorems,
ed. a II-a, CUP/Logic Matters, 2013/2020 — cap. 33, §33.2 (,,The Hilbert-Bernays—Lob derivability
conditions”, pp. 246-248)

14 Aceastd teoremd distruge speranta de a dovedi consistenta matematicii folosind metode
finitiste (cum dorea Hilbert). Pentru a dovedi Con(P), trebuie sa apelam la un sistem mai puternic P',
dar atunci Con(P') devine nedemonstrabila in P' si asa mai departe — o ierarhie infinitd de dovezi. De
exemplu, consistenta aritmeticii Peano poate fi dovedita in teoria multimilor ZFC, dar consistenta ZFC
necesitd axiome si mai puternice s.a.m.d.
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Aceastd teorema subliniaza limitarile reflexive ale sistemelor formale: ele nu
pot ,sa se verifice pe sine” in mod complet. Vom prezenta constructia si
demonstratia Intr-un stil similar cu cel al primei teoreme. Vom presupune acelasi
sistem P, m-consistent si capabil sa exprime aritmetica elementara.

Distingem intre consistentd semantica si sintactica. In sens semantic, P este
consistent daca are un model, iar In sens sintactic, P este consistent dacid nu
demonstreaza o contradictie formala, adica nu existd demonstratie in P pentru o
formuld precum 0 = 1 (sau orice alta contradictie evidentd). A doua teorema se refera
la consistenta sintactica, formalizata in limbajul P.

Vom incepe prin a formaliza ideea de consistenta: folosim codificarea Godel
si definim o propozitie aritmeticd Con(P) care exprimd ,,P nu demonstreaza
contradictii”. Vom nota aceasta propozitie Con(P) si o vom defini in continuare mai
precis astfel:

Con(P)=—Demp(" 0=1"7),

unde Demp(x) este predicatul de demonstrabilitate 3y Demstp(y, X), ca in prima
teorema, iar~ 0 = 1 " este numarul Godel al formulei contradictorii ,,0 = 1”. Aceasta
inseamna: ,,Nu existd demonstratie in P pentru 0 = 1”. (Putem folosi orice contradictie
formald; 0 =1 este un exemplu standard.) Con(P) este exprimabild in P deoarece
implica doar relatii aritmetice asupra numerelor Godel.

Aceastd formalizare permite sistemului sa ,,vorbeascd” despre propria sa
consistentd, similar cu autoreferinta din G. A doua teorema rezulta din faptul ca, in
P, se demonstreaza Con(P) — G (folosind conditiile Hilbert—-Bernays—Lob),
impreund cu nedemonstrabilitatea lui G sub consistentd din prima teorema. Din
constructia primei teoreme, stim ca:

G =—~Demp(" G 7) (sau, echivalent, Vy “Demstp(y, " G 7)).

Demonstratia nedemonstrabilitatii lui G aratd ca, dacd P + G, atunci P ar
demonstra o contradictie.

Mai mult, Godel a aratat ca demonstratia primei teoreme poate fi formalizata
in sistemul P insusi — cu alte cuvinte, P poate ,,demonstra” ca daca P este consistent,
atunci G nu este demonstrabild. Formal:

P F (Con(P) — —Demp(" G 7)).

Dar deoarece G = —Demp(" G 7), rezulta ca P - (Con(P) — G), iar din aceasta
rezulta teorema a doua:

Din P  Con(P) — G si din nedemonstrabilitatea lui G sub consistentd (cum
avem deja din prima teoremd) rezultd Pt# Con(P). Cu alte cuvinte, daca P ar putea
demonstra propria sa consistenta, atunci ar putea demonstra si propozitia G, ceea ce
contrazice prima teorema.

In concluzie, daca P este consistent, atunci P i+ Con(P). Mai mult, daca P este
o-consistent, nici ~Con(P) nu este demonstrabild. Daca ar fi, P ar demonstra
existenta unei demonstratii a unei contradictii. Astfel, propozitia Con(P) este
indecidabild in P si, similar cu G, este o propozitie adeviarata (deoarece am presupus
ca P este consistent), dar nedemonstrabild in interiorul sistemului pe care il descrie.
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2.8. DOUA INTREBARI DESPRE INCOMPLETITUDINE
SI INDECIDABILITATE

1) Este incompletitudinea evitabila pentru alte sisteme recursiv axiomatice
capabile sd exprime aritmetica? Poate cd suntem 1n aceasta situatie din cauza unui
defect intrinsec al sistemului nostru, dar alte sisteme, construite cu mai multa atentie,
ar putea evita incompletitudinea.

Réspunsul este negativ: de cate ori avem un sistem formal suficient de puternic
(de exemplu, aritmetica lui Robinson — Q), putem construi propozitia G. Avem
nevoie doar de elementele formale de la care sa pornim numerotarea Godel..

Adaugarea propozitiei G ca axiomd nu rezolva problema, intrucat putem
genera o noud propozitie G' pentru noul sistem extins, iar procesul se repeta la infinit.
Noul sistem obtinut, P' = P + G, este, la randul siu, consistent si efectiv
axiomatizabil. Prin urmare, putem reaplica intreaga masinarie a argumentului lui
Godel pentru a construi o noud propozitie, G', care afirmd propria sa
nedemonstrabilitate in P'. G' va fi nedemonstrabila in P', desi este adevarata. Acest
proces poate fi repetat la infinit, generand o ierarhie nesfarsitad de sisteme si de
adevaruri nedemonstrabile.

Incompletitudinea este, asadar, inevitabila: niciun sistem formal consistent si
efectiv axiomatizabil, suficient de puternic sd exprime aritmetica, nu poate fi
complet.

2) Exista propozitii indecidabile in mod absolut?

Teoremele de incompletitudine nu implicd existenta unor propozitii
indecidabile in mod absolut, pentru care este demonstrat cu certitudine ca vor rimane
la un anumit sistem formal.

Propozitia Gp este nedemonstrabila in P, dar, asa cum am vazut mai sus, in
sistemul mai puternic P' = P + Gp, propozitia Gp devine o axioma si, prin urmare,
este perfect demonstrabild. Desigur, P' va avea propria sa propozitie indecidabila, G',
care la rAndul ei poate fi decisa Intr-un sistem si mai puternic, P" = P' + G' i asa mai
departe.

O propozitie de tip Gddel, G, este indecidabild in P (nici G, nici ~G nu sunt
demonstrabile in P). Ea devine demonstrabild intr-o extensie mai puternicad T, de
indata ce T poate dovedi Con(P). De exemplu, in ZFC putem demonstra FCon(PA),
deci in ZFC putem demonstra propozitia G construitd in PA.

Prin urmare, teoremele lui Gédel nu impun o limita cunoasterii in sens absolut.
Ele nu afirma existenta unor adevaruri pe care mintea umand nu le poate atinge. Ceea
ce limiteaza ele este puterea unui sistem formal fixat de a captura intregul adevar din
propriul sdu domeniu. Limita este a formalizarii, nu a adevarului sau gandirii.
Asadar, concluzia nu este despre limitele gandirii, ci despre limitele axiomatizarii
mecanice.
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3. TRACTATUS-UL S1 TEOREMELE DE INCOMPLETITUDINE:
BIPOLARITATE, REPREZENTABILITATE, AUTOREFERINTA

3.1. PRELIMINARIIL: FREGE, PRINCIPIA MATHEMATICA, HILBERT
SI CAUTAREA FUNDAMENTELOR

La trecerea dintre secolele XIX si XX, problema comund a principalelor
programe de fundamentare a matematicii — logicismul fregean, proiectul Principia
Mathematica si formalismul hilbertian — era obtinerea unui cadru formal riguros 1n
care continutul matematic sa fie reprezentat fara ambiguitati, iar statutul propozitiilor
sa fie determinat de reguli explicite de inferenta. Pe acest fundal, optimismul privind
puterea formalizarii coexista cu dificultati care vor fi clarificate abia prin rezultatele
metalogice ale lui Godel din 1931.

Frege formuleazd varianta canonicd a logicismului'®: aritmetica trebuie
derivata din legi logice si definitii pur logice intr-un limbaj formal adecvat (cu
cuantificatori si functii). ,,Versiunea tare” a logicismului sustine ca orice propozitie
aritmetica adevarata este, In principiu, deductibila logic; ,,versiunea slaba” restrange
pretentia la aritmetica. Motivatia centrala este decuplarea justificarii aritmeticii de la
apelul la intuitia kantiana si inlocuirea ei cu o fundamentare strict formala si logica.
In cuvintele lui Russell din prefata la prima editie a cartii The Principles of Mathematics,
logicismul sustine cd ,,toatd matematica pura trateaza exclusiv concepte definibile in
termenii unui numar foarte mic de concepte logice fundamentale si cd toate
propozitiile ei sunt deductibile dintr-un numar foarte mic de principii logice
fundamentale.”'®

Criza internd survine Tn 1902: cand Russell arata ca in interiorul sistemului lui
Frege se gaseste un paradox, ceea ce impune restrictii asupra formarii extensiunilor
conceptelor. Ca raspuns, Russell si Whitehead dezvolta Principia Mathematica
(1910-1913), introducand teoria tipurilor ca mecanism ierarhic anti-autoreferential
si de limitare a comprehensiunii. Tinta era pastrarea ambitiei logiciste — derivarea
matematicii din principii logice — sub constringeri sintactice care exclud
paradoxurile.

in paralel, David Hilbert, unul dintre cei mai mari matematicieni ai epocii, a
propus o abordare diferita, dar la fel de ambitioasa. Pentru Hilbert, matematica era,
in esentd, un joc formal cu simboluri lipsite de semnificatie intrinsecd. Important era
ca regulile acestui joc sa fie bine definite si, mai presus de orice, sa fie sigure.
Programul lui Hilbert avea doua obiective strategice: (1) formalizarea completa a
matematicii intr-un sistem axiomatic si (2) demonstrarea finitistd a consistentei
acestui sistem. Instrumentul pentru a atinge primul obiectiv era metoda axiomatica,
iar un sistem rezultat era considerat ideal daca avea proprietitile de completitudine
(negationald) si independenta a axiomelor.

15 Despre logicism, vezi William Demopoulos, Logicism and its Philosophical Legacy, 2013.
Vezi si Paul C Gilmore, Logicism Renewed, Cambridge University Press, 2016.

16 Bertrand Russell, The Principles of Mathematics, Second Edition, George Allen and Unwin
Ltd, London, 1937, ,,The preface”.
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Consistenta: sistemul trebuie sa fie liber de contradictii. Din axiomele sale nu
trebuie sd se poata demonstra niciodatad o propozitie si negatia ei (de exemplu, A si
non-A). Acesta era standardul minim acceptat. Hilbert insista ca dovada consistentei
sa fie realizata prin mijloace finitiste si axiomatice riguroase. Formal: —3F (T + F A
T+ —F)

Completitudine: sistemul trebuie sa fie complet negational daca, pentru orice
propozitie Inchisd F din limbajul sdu, teoria poate demonstra fie propozitia, fie
negatia ei'’. Formal: VF (T - FV T + —F)

Independenta: O axioma A dintr-un set de axiome S este independenta daca A
nu este derivabila din celelalte axiome S - {A}. Formal: (S - {A}) # A. Un sistem
de axiome este independent daca fiecare axioma a sa este independenta.

In esentd, Hilbert urmarea un cadru axiomatic care si ofere certitudine formala
si, ideal, mijloace efective, mecanice pentru rezolvarea problemelor din interiorul
sistemului.

Desi s-a distantat fata de proiectul logicist al lui Russell si Whitehead, Hilbert
a tratat Principia Mathematica drept un reper tehnic pentru dezvoltarea
metamatematicii. Dupa 1914, colaboratorii sai (in special Bernays) au studiat pe larg
PM, iar Hilbert a reluat chestiunile de fundamentare avand acest cadru in minte's.
Principia Mathematica a fost un pas inainte pentru infrastructura logicé a programului
sdu; Hilbert a recunoscut Principia ca un pas important, dar nu solutia finala.

La fel ca Hilbert, Wittgenstein a reactionat puternic la Principia Mathematica:
multi comentatori ai Tractatus-ului considera ca respingerea teoriei tipurilor sta in
centrul preocuparilor sale timpurii si a contribuit decisiv la cristalizarea ideilor care
au dus la Tractatus". Aceste paralele apar pe fundalul ambitiilor de la inceputul
secolului XX: Principia urmarea o axiomatizare integrala a matematicii, iar Hilbert — o
fundamentare finitista, consistenta si completd (negational) a matematicii. Ambele
proiecte presupuneau, intr-un anumit sens, suficienta formalizarii. Atat Wittgenstein,
cat si Godel isi formuleaza rdspunsurile in acest mediu teoretic comun si influenteaza
decisiv evolutia logicii, matematicii si filosofiei.

Tractatus-ul lui Wittgenstein poate fi citit ca un raspuns filosofic la aceasta
ambitie: incercarea de a exprima conditiile de posibilitate ale sensului din interiorul
limbajului este sortitd esecului; ceea ce tine de forma logica nu poate fi spus cu sens.
Demersul lui Godel, la randul lui, este demonstratia tehnicd a faptului ca sistemele
formale nu pot atinge tintele fixate de Hilbert. Construind o propozitie indecidabila
si dovedind imposibilitatea demonstratiilor interne ale consistentei, Godel arata o

17 Completitudinea negationald de mai sus este o proprietate a teoriei. Completitudinea logicii
de ordinul intai, demonstratd de Godel in 1930, este o problema diferita care consta in a arata ca orice
consecintd semantica este derivabila sintactic, dacd & F, atunci - F. Aceasta proprietate apartine
sistemului deductiv, nu unei teorii matematice.

18 fmpreuni cu asistentul siu Paul Bernays, Hilbert a publicat in 1928 o lucrare despre fundamentele
logicii Grundziige der theoretischen Logik (traducere englezd: Principles of Mathematical Logic)

19 Vezi, de exemplu, P.M.S. Hacker, Insight and Illusion,1987 p. 12: (...) his repudiation of the
Theory of Types played a major role in moulding his conception of the nature and limits of philosophy,
from the 'Notes on Logic' of 1913 to the Tractatus; Anthony Kenny, Wittgenstein, Revised Edition,
2006. p.41: One strand ... was the dismantling of the logical system of Principia Mathematica.
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limitd analoagd intuitiei filosofice wittgensteiniene. Ambele rezultate pun in lumina
limitele interne ale unui sistem privind ceea ce poate exprima si demonstra despre
propriile sale fundamente.

3.2. BIPOLARITATE SI REPREZENTABILITATE

In Tractatus, bipolaritatea este o conditie a sensului: o propozitie are sens
numai daca are capacitatea de a fi atat adevarata, cat si falsd. Aceasta decurge din
teoria imaginii: propozitia este imaginea logica a unei stari posibile de lucruri, iar
posibilitatea alternativelor 1i da sensul. Conditia nu este un simplu test pragmatic, ci
exprima insasi ideea de reprezentare: o propozitie ,,std in locul” unei stari de lucruri
posibile, iar posibilitatea falsitatii ei constituie reversul aceleiasi capacitati de a
descrie lumea. Consecinta importantd este cd sensul precede verificarea si chiar
adevarul: fara bipolaritate, nu exista niciun ,,ceva” care sa fie ulterior confirmat sau
infirmat. Din aceasta perspectiva, teoria propozitiei ca imagine functioneaza ca o
teorie a reprezentdrii’’: ceea ce este cu sens se defineste prin aptitudinea de a
reprezenta o situatie posibila, ceea ce exclude la randul sau incercarea de a reprezenta
insdsi forma comund a reprezentarii.

In demonstratia incompletitudinii, reprezentabilitatea joaca un rol analog, dar
intr-un registru diferit: nu mai e vorba de reprezentarea lumii de catre propozitii, ci
de reprezentarea 1n interiorul sistemului a discursului despre el insusi. Aritmetizarea
sintaxei permite ca propozitii metateoretice — despre ce se demonstreaza in sistem,
despre existenta sau inexistenta unor demonstratii — s fie exprimate ca propozitii
aritmetice in PA. Reprezentabilitatea este, astfel, conditia tehnica prin care discursul
despre sistem este internalizat sub forma unui discurs in sistem. Fara aceasta trecere,
constructia propozitiei indecidabile nu ar fi posibila.

in ambele cazuri, avem un criteriu de admisie: in Tractatus, o propozitie intri
in sfera sensului daca trece testul bipolaritatii; in demonstratia lui Godel, o propozitie
despre sistem intra in sfera expresibilului intern daca proprietatea metateoretica pe
care o afirma poate fi reprezentatd in limbajul aritmetic al sistemului. Ambele criterii
functioneaza drept porti de acces, iar in ambele cazuri ceea ce rimane dincolo de
poarta nu este ,,fals” 1n sens obisnuit, ci este nelegitim in sistem: in Tractatus, nonsensul;
in meta-aritmetica, tot ce este neinternalizat (ce are nevoie de un metalimbaj mai bogat).

Analogiei 1i corespunde si o deosebire esentiala: bipolaritatea in Tractatus este
o conditie necesara a inteligibilitatii, parte a unui cadru semantic mai amplu®', pe

20 Vezi Michael Potter, ,,The Logic of the Tractatus”, in Handbook of the History of Logic,
volume 5, Logic from Russell to Church, pp. 255-304: ,,the method of the Tractatus is neither to deduce
the structure of our language from that of the world of which it attempts to speak nor, conversely, to
deduce the structure of the world from that of language, but rather to deduce the structure of both from
the necessary representing relationship between them”, p. 255.

2! Criteriul semantic este, in Tractatus, mai complex si implica:

Bipolaritatea — propozitia poate fi adevarata sau falsa.

Figurativitatea — propozitia este o imagine a realitatii.

[zomorfismul propozitie — stare de lucruri.

In cazul propozitiilor compuse: compozitionalitate — sensul intregului rezulti din sensul
elementelor componente si din modul lor de combinare.
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cand reprezentabilitatea la Gddel este un criteriu metateoretic al exprimabilului
intern (conteaza capacitatea de a exprima notiuni metateoretice in limbajul aritmetic). in
ambele cazuri, insd, ,,conditia de posibilitate” pregateste scena pentru un rezultat de
limita: la Wittgenstein, limita a ceea ce poate fi spus apare din structura sensului; la
Godel, limitele a ceea ce poate fi demonstrat apar din posibilitatea de a vorbi despre
demonstratie chiar in interiorul teoriei.

Statutul propozitiilor matematice merita o precizare. La Wittgenstein ele apar
in ultima instanta drept reguli de calcul, lipsite de continut descriptiv; la Godel, ele
pot relata adevaruri despre numere, demonstratii etc. In pofida acestei diferente,
parcursul logic urmeaza un tipar comun: de la stabilirea conditiilor de posibilitate
(bipolaritate/reprezentabilitate) se ajunge la descoperirea limitelor (inexprimabil/
nedemonstrabil), in ambele cazuri, prin constructia unui punct fix — o propozitie care
se aplica siesi. Acest punct fix devine, in mod inevitabil, un ,,punct orb” pentru sistem.
La Wittgenstein, momentul este 6.54, cand Tractatus 1si declara propriile enunturi
nonsensuri; la Gddel, este propozitia G, care, vorbind despre propria sa
demonstrabilitate, devine nedemonstrabild. Astfel, atat argumentul lui Wittgenstein,
cat si rezultatele lui Godel indica aceeasi idee: orice sistem de reprezentare contine
puncte oarbe; existd intotdeauna ceva ce ramane ,,pe dinafara”, ceva ce nu poate fi
capturat in interiorul sistemului.

3.3. MECANISMUL AUTOREFERENTIAL:
PROPOZITIA 6.54 VS PROPOZITIA G

Mecanismul prin care Tractatus ajunge la propria sa limita este autoreferinta.
Desi limbajul este capabil sa descrie faptele prin oglindirea structurii lor, chiar
conditiile care fac posibild reprezentarea nu pot, ele insele, sa fie reprezentate in
limbaj. Ele se pot doar arata, nu spune. O propozitie nu poate spune despre sine ceea
ce, in cel mai bun caz, se arata in felul in care ea reprezinta.

In Tractatus, o propozitie cade in una din trei categorii: (a) descrie o stare de
lucruri si are sens; (b) este o tautologie sau o contradictie — In acest caz, tine de logica
si este lipsita de sens sau (c) incearca sa spund ceea ce poate doar sa se arate si, In
consecinta, este nonsens. Orice propozitie cu sens este o imagine, iar orice imagine
este logicd®?; astfel, bipolaritatea este o conditie a ceea ce intrd cu drepturi depline
in sfera sensului. Structura limbajului prezentata in Tractatus garanteaza o forma
semanticd de consistentd: bipolaritatea asigura ca, pentru orice stare a lumii, setul
propozitiilor adevarate care o descriu este necesar consistent: daca p este adevarata,
atunci —p este falsd; cele doud nu pot fi simultan adevarate. Mai mult, sistemul
exclude constructii autoreferentiale paradoxale si poate fi citit ca o demontare treptatd a
iluziilor create prin incercari de a spune ceea ce doar se aratd — probleme care devin
acute 1n cazul autoreferintei. O propozitie de tipul ,,aceasta propozitie este falsa” ar
incdlca bipolaritatea si astfel este eliminatd. Prin urmare, versiunea idealizatd a
limbajului prezentata in Tractatus nu permite inconsistentd semantica in descrierea
realitatii.

22 Orice imagine este una logica (TLP 2.18).
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Unde incadram propozitiile autoreferentiale? Autoreferinta marcheaza chiar
aceasta limita: o propozitie de tipul ,,aceasta propozitie este o imagine” Incearca sa
exprime raportul de proiectie (forma logicd comund) — adicd tocmai conditia
inteligibilitatii — si, prin urmare, nu apartine limbajului cu sens. O astfel de propozitie
nu este bipolara si nu descrie nicio stare de lucruri. Mai mult, nu este o tautologie;
nu apartine logicii. Prin urmare, nu poate fi decat nonsens.

O propozitie cu sens poate face referintd la orice — cu exceptia ei insesi ca
propozitie. In acest sens, Tractatus poate fi citit ca o demontare treptata a iluziilor
create prin Incercari de a spune ceea ce doar se aratd — probleme care devin acute in
cazul autoreferintei. Demersul culmineaza cu propozitia 6.54, care spune:

~Propozitiile mele clarifica prin faptul ca cel ce ma intelege le
recunoaste, in cele din urma, drept nonsensuri, daca prin ele —
sprijinindu-se pe ele — s-a ridicat deasupra lor. (El trebuie, pentru a
spune asa, sa arunce scara dupd ce a urcat pe ea. )

El trebuie sa depaseasca aceste propozitii si apoi vede lumea in mod corect.”

Un deceniu mai tarziu, Godel 1si dezvolta demonstratia pe baza aceleiasi
notiuni de limita si a problematicii autoreferintei, folosind tehnica codificarii care 1i
poartd numele. Prima teorema a incompletitudinii afirma ca, in orice sistem formal
efectiv axiomatizabil P, suficient de expresiv pentru a formula aritmetica de baza,
existd o propozitie G care spune despre sine ca nu este demonstrabild in P. Daca P
este consistent, G este adevarata (in modelul standard N), dar nedemonstrabila; daca
G ar fi demonstrabila, sistemul ar deveni inconsistent.

Demonstratia avanseaza prin aritmetizarea sintaxei. Simbolurilor, formulelor
si demonstratiilor li se asociazd un numar natural unic (un ,,numar Godel”). Aceasta
codificare permite aritmeticii din P sd se refere la enunturi despre propria
demonstrabilitate in P. Cu ajutorul lemei diagonale, Gddel construieste o formula
care spune: ,,Nu existd niciun numar care sd codifice o demonstratie a mea”. Mai
precis, se construieste o formuld G care afirma ca nu existd niciun numadr n care sa
serveascd drept numar Godel al unei demonstratii a lui G 1n interiorul Iui P: P + G
< ~Demp(" G 7). Acum, daca sistemul ar putea demonstra aceastd propozitie, ar
deriva o contradictie; daca ar putea dovedi negatia ei, ar contrazice consistenta. Prin
urmare, niciuna dintre alternative nu poate avea loc, iar propozitia rimane indecidabila
in sistem. Daca P este consistent (in ipoteza clasica avem w-consistenta; in versiunea
Rosser, e suficientd consistenta simpld), atunci P este incomplet: sistemul nu poate
demonstra fiecare propozitie aritmeticd adevaratd pe care o poate exprima.

A doua teoremad a lui Godel consolideaza rezultatul primei: niciun astfel de
sistem nu 1si poate demonstra propria consistenta folosind numai axiomele si regulile
sale de inferenta. Orice demonstrare a consistentei trebuie sa se sprijine pe principii
din afara sistemului. Prin urmare, limitele autoreferintei sunt si mai stricte: sistemul
nu poate demonstra din interior ca nu deriva contradictii (adica propria sa consistenta),
i.e. nu poate, daca este consistent, si demonstreze in propriul limbaj Con(P) — unde
Con(P) formalizeaza ,,nu existd demonstratie 1n sistem a unei contradictii”.

Godel a demonstrat tehnic ceea ce Wittgenstein identificase filosofic: prin
mecanismul autoreferential, sistemul ajunge la o limitd internd si nu poate da
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socoteala de propriile fundamente (forma logica la Wittgenstein, consistentd la
Godel). Fundamentele sistemului ramén un ,,punct orb”.

Corespondenta structurald intre limita demonstrabilitatii la Godel si limita
sensului la Wittgenstein sugereaza ceva mai profund decit o coincidenta si cere o
explicatie. Aceasta corespondenta ridica o intrebare importanta: este ea manifestarea
aceleiasi constrangeri care apare in orice sistem capabil de autoanaliza? In ultimul
capitol, vom formula corespondenta sub forma unei conjecturi.

4. CONJECTURA TVG — TRACTATUS VERSUS GODEL
(CONJECTURA PUNCTULUI ORB)

In Tractatus, Wittgenstein discutd cel mai general sistem de reprezentare — un
limbaj capabil, in principiu, sd descrie orice stare posibild de lucruri. Godel trateaza
un sistem specific si minimal, dar fundamental — aritmetica formala. Faptul ca
ambele sisteme intilnesc o limitd internd a autoelucidarii indica o constrangere comuna.

Enunt:

Niciun sistem de reprezentare S nu poate, din interiorul sau, sa exprime
integral propriile conditii de inteligibilitate®.

Aparitia acestei limite in sisteme de naturi diferite — limbajul idealizat pentru
elucidarea sensului propozitional si un sistem formal aritmetic minimal pentru
incompletitudine — sugereaza o constrangere de natura structurald, nu o coincidenta
locala. Faptul cd ea apare prin metode si registre diferite (filosofice si
metamatematice) indicd o limitd principiald: autoelucidarea nu poate fi completa.
Exista o distinctie esentiala si de neocolit intre a folosi un sistem pentru a reprezenta
lumea si a incerca, din interior, sa justifici posibilitatea sistemului. Fundamentele
oricarui sistem de reprezentare par sa se afle, in mod necesar, intr-un punct orb pentru
sistem.
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