JAN LUKASIEWICZ

LOGICA

SI
PROBLEMA FUNDAMENTELOR MATEMATICII

1. Calculul propozitional este o disciplina logica fundamentala. Alte
discipline logice, in particular calculul functional, sunt construite pe baza calculului
propozitional, iar matematica, la randul ei, este in intregime bazati pe logica. In
felul acesta, calculul propozitional este cel mai adanc fundament al tuturor
stiintelor deductive. Prezenta lucrare este dedicatd acestui calcul fundamental si
importantei sale pentru matematica.

2. Logica propozitionald a fost mereu neglijatd. Necunoscuta lui Aristotel, ea
a fost initiatd numai de stoici. Insi logica stoica a propozitiilor, in antichitate, ca si
in Evul Mediu si in timpurile moderne, a fost intotdeauna estompata de silogistica
aristotelicd. Opera lui Frege, strilucitul logician german, care in 1879 a creat
calculul propozitional intr-o forma aproape completd, nu s-a bucurat la Inceput de
nici o atentie. Abia dupa 1910, cand Russell si Whitehead in lucrarea lor
fundamentald Principia Mathematica au asezat calculul propozitional in fruntea
logicii matematice a fost realizatd importanta capitald pe care aceasta disciplind o
are pentru stiintele matematice.

3. Chiar si in zilele noastre multi matematicieni par sa stie destul de putin
despre calculul propozitional. Ca si Aristotel, ei folosesc total intuitiv unele dintre
cele mai simple reguli de inferenta ale acestei logici fara sa banuiasca cat de bogata
este ea In teoreme i ce tezaur de probleme ofera. Pentru a-1 familiariza pe cititor cu
aceste probleme ma voi referi la doua dintre regulile de inferentd folosite in mod
obisnuit de matematicieni.

4. Presupunand ca sunt date urmatoarele doud premise: ,,Daca p, atunci ¢” si
»dacd ¢, atunci »”, putem trage concluzia: ,,dacd p, atunci . In simboluri (unde
C sta pentru ,,daca... atunci”):

Cpg P,
Cgl" P2
Cpr S
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Daca prima premisa este notatd cu P;, a doua cu P,, si concluzia cu S,
urmatoarea formula va fi evident valida:

1) CP,CP>S

Aceasta inseamna: ,,dacd P;, atunci, daca P, atunci S”. In aceasta formuld
inlocuim literele P;, P, si S cu expresiile pe care le reprezintd si obtinem
urmatoarea teza a calculului propozitional:

2) CCpgCCqr Cpr

in cuvinte: ,,daca (daca p, atunci g), atunci (daca (daca ¢, atunci r), atunci
(daca p, atunci r))”. Aceasta este legea silogismului ipotetic, cea mai cunoscuta
forma a inferentei directe’.

5.0 alta regula de inferentd foarte comund este inferenta indirectd. O
propozitie p este demonstratd indirect dacd luam ca punct de plecare in
demonstratie negatia ei Np (unde N sta pentru ,,non”) si deducem din Np propozitia
q, cunoscutd ca falsd. Din aceasta se deduce ca Np trebuie sa fie falsa, si deci p
adevarata. Inferenta indirecta are, asadar, forma

CNpgq P,
Ng ... P,
p S

Daca formula 1) este aplicata acestei forme de inferenta se obtine o alta teza a
calculului propozitional:

3) CCNpgCNgp

In cuvinte: ,,dacd (daca non-p atunci ¢), atunci (dacad non-g, atunci p)”, care
este o forma a legii transpozitiei.

6. Aceasta ultima forma de inferentd este contestatd de profesorul Brouwer,
eminentul matematician, din cauza faptului cd poate fi folositd in demonstratia
existentei numerelor ce nu pot fi date efectiv, adica prin constructie. De exemplu,
existenta numerelor pare si totodatd prime este demonstratd efectiv pe baza
urmatoarei legi a calculului functional:

4) CFaXxFx.

! Exprimarea in limbajul natural a acestor teze elementare este total neintuitiva. In citirea lor il
putem combina pe ,daca..., atunci...” cu ,,implicd” avand in vedere ca ambele expresii redau
implicatia materiala. in cazul de fatd, pastrand parantezele, obtinem: ,,daci (p implicd g¢), atunci,
((dacé g implica r), atunci (p implica r)).” (n. trad.)
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In cuvinte: ,,dacd F de a, atunci exstd un x astfel ca F de x”. Acum, daca Fx
sta pentru ,,x este un numar par prim”, si dacd in 4) numarul 2 este substituit pentru
a, se ajunge la urmatorul proces deductiv:

(1) CF2 ZxFx
) F2

(1) =C2)3)
(3) ZxFx

In exprimare liberd: a) Daca 2 este un numar par prim, atunci existd numere
pare prime; b) 2 este un numar par prim; deci ¢) existd numere pare prime.

7. Propozitia existentialda XxFx poate fi demonstrata si indirect. Dacad negatia
acestei propozitii, respectiv NXxFXx, este luata ca punct de plecare in demonstratie,
si o propozitie falsd a se deduce din aceastd negatie, in baza tezei 3) se ajunge la
propozitia existentiald. Procesul de deductie este urmatorul:

(1) CCNpqCNgp
(2) CN2xFxa
(3) Na
(1) p/ZxFx, g/la= (4)
(4) CCN2xFxaCNaXxFx
(4)=C(2)(5)
(5) CNa ZxFx
(5) =C(3)(6)
(6) ZxFx

Se presupune cé (2) si (3) sunt premise adevarate; (4) este obtinutd prin substi-
tutie din (1), si tot din (4) se obtine, prin dubla detasare, propozitia existentiala (6).

8. Adeptii logicii intuitioniste nu accepta validitatea unei propozitii existentiale
obtinuta in acest fel, adicd neefectiv. In consecinti, ei resping legea transpozitiei
CCNpgCNgp. Sunt si alte asemnea teze ale logicii propozitiilor pe care intuitionistii nu
le considera universal valide. Printre tezele invalidate de ei se numara si o alta
forma a legii transpozitiei CCNpNgCpq, legea dublei negatii cu negatia in
antecedent CNNpp, dar mai ales legea tertului exclus ApNp (,,4” este simbolul
alternarii ,,sau”; ,,ApNp se citeste ,,p sau non-p”). Pe de alta parte, sunt valide cele
doud legi ramase ale transpozitiei CCpgCNgNp si CCpNqCqNp, legea dublei
negatii cu negatia in consecvent CpNNp, si legea contradictiei excluse NKpNp (,,K”
este simbolul conjunctiei ,,$i”; ,,NKpNp” se citeste ,, nu Impreuna p si non-p)”.
Problema este cat se poate de serioasd, ea priveste cea mai simpld si mai
fundamentala disciplina logica; o veritabild controversa in problema fundamentelor.
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9. Calculul propozitional nu este o ingragramadire de pietre care sd ramana
gramada si dupa ce se iau unele pietre din ea. El este mai degraba un mecanism de
mare precizie ce se defecteaza fie si prin scoaterea unei singure rotite, si care apoi
se cere reconstruit. 1i suntem recunoscatori de aceea lui Heyting pentru faptul de-a
fi reusit, Tn 1930, sa formalizeze calculul propozitional in spiritul intuitionismului.
El a reusit sd construiascd un sistem de axiome pentru calculul propozitional
intuitionist. Nu voi discuta aceste axiome aici, in schimb, voi prezenta un rezultat
pe care l-am obtinut in luna mai a acestui an urméand o sugestie a respectabilului
meu prieten, profesorul Scholz din Miinster, rezultat ce va face mai simpla
comparatia logicii clasice a propozitiilor cu logica intuitionista.

10. Urmatorul sistem independent de axiome, compus din patru grupe de
axiome, este suficient calculului propozitional clasic:
I CpCqp
CCpCpqCpq
CCpqCCqrCpr
CKpgp
CKpqq
CCpqCCprCpKqr
CpApq
CqApq
CCprCCqrCApgr
IV 10 CCpNqCqNp
11 CNpCpq
12 CCCpNpqCCpqq

II

III

0NN N bW~

O

Axiomele grupului I contin numai simbolul implicatiei ,,C”. Ele caracterizeaza
ceea ce se cheama ,logica pozitivd”, in sensul profesorului Bernays. Axiomele
grupului II contin si simbolul conjunctiei ,,K”, iar cele ale grupului III simbolul
alterndrii ,,4”. Axiomele primelor trei grupuri au fost formulate de profesorul
Bernays. Axiomele grupului IV apartin negatiei ,,N”. Sistemul include si doud
reguli de inferenta: regula substitutiei, cea care ne permite sa substituim in locul
variabilelor orice expresie cu sens’, si regula detasdrii, care stabileste ci din
expresiile Caf si o putem Intotdeauna deduce p.

11. Asa cum am mai spus, sistemul celor 12 axiome este valid pentru calculul
propozitional clasic, sau obignuit. Dacd axioma 12 este eliminatd obtinem un sistem
de axiome pentru logica intuitionistd echivalent sistemului formulat de Heyting cu

? Pentru evitarea unor confuzii, sintagma significant expression a fost tradusi uneori prin
expresie bine formata (n. trad.).
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toate regulile lui de inferentd. Dacé se elimina axiomele 11 i 12 obtinem ceea ce
se cheama calculul minimal al lui Johannsson. Relatia dintre logica propozitionala
clasica si logica intuitionistd este acum clara: logica propozitionald intuitionista
acopera o parte proprie, strict limitata, a tezelor calculului propozitional clasic, si
este, in consecinti, esential mai slabd decat acesta’. Este de datoria matematicienilor sa
afle ce poate fi construit pe o asemenea baza atenuatd a matematicii. Cercetarile
deja realizate, ca si cele 1n curs, pot fi la fel de fertile si importante pentru problema
fundamentelor logicii ca §i cercetdrile initiate de respectabilul meu coleg din
Varsovia, profesorul Sierpinski, pe tema axiomei alegerii a Iui Zermelo si a rolului
sau In teoria multimilor si n analiza.

12. Nu voi intra aici n problema daca este justificatd respingerea anumitor
forme de inferentd din calculul propozitional clasic. Pentru mine un lucru este clar:
aceastd controversd nu poate fi clarificatd acum, nici pentru logica, nici pentru
matematica. Argumentele filosofice venite din diferitele directii sunt, dupa parerea
mea, neconclusive. Problema trebuie studiata mult mai temeinic. Voi incerca sa fac
acest lucru, cu toate ca realizez cat de dificil este si explorezi adancimile. in
aceastd privintd pot mentiona patru aspecte ce vor servi ca repere: a) existenta
matricilor in logica propozitiilor, b) o matrice adecvata corespunde fiecarui sistem
de logica propozitionald, c) matricile logicilor propozitionale polivalente pot fi si
ele interpretate intuitiv, d) In cazul matricilor interpretate intuitiv, toate functiile
logice posibile relativ la respectivele matrici trebuie luate in considerare.

13. Metoda matricilor a fost inventatd in 1885 de catre eminentul logician
american Charles Peirce. In logica propozitiilor, adevarul tezelor nu depinde de
continutul lor ci de valoarea lor de adevir. In calculculul propozitional clasic exista
doud valori de adevar — adevarul si falsul. Dacéd adevarul este reprezentat prin ,,1”
si falsul prin ,,2” pot fi date urmatoarele ecuatii:

Negatia Implicatia Conjunctia Alternarea

N1=2 Cll1=1 Kil1=1 All=1

N2=1 Cl12=2 K12=2 A12=1
C21=1 K21=2 A21=1
C22=1 K22=2 A22=2

Toate aceste ecuatii pot fi reprezentate mai simplu sub forma unor tabele (in
cazul functiilor de doua argumente, primul argument este scris in coloana din
stanga, iar al doilea, in randul de deasupra):

3 in studiul sau din 1952, On the Intuitionistic Theory of Deduction, Lukasiewicz revine asupra
acestei idei incercand sa arate ca logica intuitionistd nu numai cd nu este mai slaba decat logica
propozitionala clasica, dar este chiar mai tare si mai bogata decat aceasta (n. trad.).
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N C 1 2 K 1 2 A 1 2
1 111 2 /1 2 1[]1 2
2|1 11 2|12 2 211 1

Ele sunt numite matricea pentru N, C, K si A*. Fiecare matrice are cel putin o
valoare selectatd; in cazul de fata valoarea selectata este adevarul, adica 1.

14. Fiecarei matrici 1i este asociatd o metoda de verificare. Spunem ca o
expresie a calculului propozitional satisface o matrice daca pentru toate evaluarile
variabilelor sale prin valorile incluse in matrice, expresia ia valoarea selectatd dupa
efectuarea reducerilor. De exemplu, teza CCCpNpqCCpqq satisface matricea de
mai sus Intrucat obtinem:

pentru p/1, g/1: CCCIN11CC111 = CCC121C11 =CC211 =Cl11 =1,
pentru p/1, g/2: CCCIN12CC122 = CCC122C22 =CC221 =Cl11 =1,
pentru p/2, g/1: CCC2N21CC211 = CCC211C11 =CC111=C11=1,
pentru p/2, g/2: CCC2N22CC222 = CCC212C11 =CC122 =C22=1.

Toate matricele sunt ereditare relativ la regula substitutiei, aceasta Inseamnand ca
daca o expresie satisface o matrice, respectiva matrice este de asemenea satisfacuta
de toate substitutiile acestei expresii. Pentru ca o matrice sa fie ereditara relativ la
regula detasdrii este suficient, desi nenecesar, ca functia de doud argumente Faf},
careia i se aplica regula detasérii (in mod obisnuit ea este implicatia), sd aibe
valoarea selectatd pentru selectarea lui o, daca B este de asemenea selectatd. Astfel,
C1p este egald cu 1 numai dacé B este de aemenea egala cu 1. O astfel de matrice
este numitd normala de cétre colegul meu din Varsovia, Tarski. Toate matricele
normale sunt ereditare relativ la regula detasarii; de aceea, dacd o matrice este
satisfacuta de Fop si de a, atunci ea trebuie sa fie satisfacuta si de f.

15. Metoda matricelor a fost folositd mai Intdi pentru verificarea tezelor
calculului propozitional clasic’. Insd curdnd s-a constatat cd metoda are o importanti
incomparabil mai mare. Ea face posibile demonstratiile de independentd in
domeniul logicii propozitiilor, fapt necunoscut lui Frege si Russell. Meritul de-a fi
aratat cum poate fi folositd metoda matricelor in demonstratiile de independenta {i
revine lui Bernays. Mie mi-a fost cunoscutd aceastd metoda inaintea publicarii ei

* Aici, ca si in alte parti, autorul vorbeste de matrice la singular, prin care intelege toate cele
patru tabele. In literatura roméneasca matricea are alt inteles, fiecare tabel in parte este o matrice, de
aceea am preferat uneori traducerea termenului matrix prin plularul matrici si nu prin singularul
matrice (n. trad.).

> Autorul nu face o deosebire foarte clard intre notiunea de calcul propozitional si de logicd
propozitionald. Conform terminologiei actuale, calculul propozitional este sistemul formal de logica
propozitionald (n. trad.).
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de catre Bernays. Ideea acestor demonstratii de independenta poate fi cel mai bine
explicata printr-un exemplu. In sistemul de axiome dat mai sus, pentru a demonstra
cd axioma 12 este independentd de restul axiomelor este suficient a gési o
proprietate care sa fie ereditara relativ la regulile de inferenta si sa fie caracteristica
tuturor axiomelor, cu exceptia axiomei 12. Dacd o axioma satisface o matrice
normald, aceasta este o proprietate corespunzitoare a axiomei si este ereditara
relativ la regulile substitutiei si detasarii. Construim in continuare urmatoarea
matrice trivalentd pentru &, C, K, si 4:

N C 1 23 K 1 23 A 1 23
1|3 1/1 23 1/1 23 11 11
3 2|1 13 212 23 211 2 2
31 311 1 1 313 3 3 311 23

Din nou, 1 este valoarea desemnata. Aceasta matrice este normala intrucat
CI1p este 1 numai daca  este 1. Este usor de aratat ca matricea este satisfacuta de
primele unsprezece axiome; altfel spus, pentru toate valorile functiilor® a ciror
variabile iau valorile 1, 2, sau 3, respectivele axiome, conform matricii, iau dupa
reducere valoarea 1. Numai axioma 12 nu satisface matricea intrucat, pentru p/2 si
q/2, obtinem:

CCC2N22C(C222=CCC232C12=CC322=C12=2

16. Aceata rezolva prima din cele patru probleme ridicate mai sus. Sunt
matrici in logica propozitiilor si acestea joacd un rol important in calculul
propozitional. Trec acum la cea de-a doua problema. Cercetarile metalogice intreprinse
de Tarski ne permit si dim o definitie exactad concepului de sistem al logicii
propozitionale. Prin sistem al logicii propozitionale inteleg o multime de expresii
bine formate ale logicii propozitiilor, inchisad relativ la regulile de deductie. Ca
reguli de deductie am in vedere in primul rand regula substitutiei si detasarii.
Urmeaza ca orice expresie cu sens, de exemplu

CCppp si CCCpqqCCqpp,

impreuna cu toate consecintele derivate din ele prin intermediul regulilor de
deductie specificate, constituie un sistem de logica propozitionala. Este deci clar ca
fiecare matrice normald defineste un sistem de logica propozitionald. in mod destul
de surprinzitor, conversa enuntului este de asemenea valida: Lindenbaum, unul
dintre colegii mei din Varsovia, a demonstrat ca pentru fiecare sistem logic
propozitional existd o matrice normald adecvata cu o multime cel mult numarabila

% Adica functiilor de adevar (n. trad.).
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de valori. O matrice este numitd adecvata relativ la un sistem daca este satisfacuta
de toate expresiile sistemului §i numai de ele. Aceasta importanta teorema a fost
publicatd, fara demonstratie, in 1930, in lucrarea Untersuchungen iiber den Aussagen
Kalkiil, scrisa de mine Impreuna cu Tarski.

17. Vreau, In continuare, sa deduc unele consecinte din aceastd teorema.
Inainte, insa, este evident ci toate sistemele axiomatice ale calculului propozitional
sunt sisteme ale logicii propozitiilor in sensul definitiei lui Tarski. Conform teoremei
lui Lindenbaum, orice astfel de sistem trebuie si aibe o matrice normala adecvata.
Pentru calculul axiomatic clasic, matricea normala bivalentd datd la inceput este
adecvatd — asa cum s-a demonstrat adeseori, aceastd matrice este satisfacutd de
toate tezele calculului propozitional clasic, si numai de ele. Acesta este motivul
pentru care calculul propozitional clasic este numit bivalent. Pentru orice sistem
mai slab, adicad pentru orice sistem 1n care anumite teze ale calculului bivalent nu
sunt valide, matricea adecvatd nu mai este bivalenta, ci polivalenta (in orig. many-
valued). Calculul axiomatic intuitionist al lui Heyting este un astfel de sistem. Acest
calcul trebuie sa aibe, prin urmare, o matrice adecvata polivalenta. De fapt, Godel a
demonstrat ca pentru sistemul lui Heyting nu exista nici o matrice normala adecvata cu
un numar finit de valori. Acelasi rezultat a fost obtinut, in mod independent si de
Jaskowski, unul dintre primii mei discipoli din Varsovia, care a construit pentru
logica propozitionala intuitionista matrici cu un numadr infinit de valori.

18. Nu ma pot angaja aici intr-o discutie mai detaliatd privind complicata
problema a matricilor adecvate pentru calculul propozitional intuitionist. Pentru
scopul urmarit de mine este suficient sd aleg un exemplu simplu. Am dat mai sus
exemplul unei matrici normale trivalente satisfacuta de primele unsprezece axiome
ale sistemului de axiome pe care eu l-am construit. Aceste unsprezece axiome
reprezinta calculul propozitional intuitionist. Insa matricea invocatd, care, in parantezi
fie spus, i se datoreaza lui Heyting, nu este adecvata calculului intuitionist intrucat
ea este satisfacutd nu numai de tezele acestui calcul, ci si de alte teze ce nu apartin
calculului intuitionist. Prin urmare, matricea defineste un sistem mai puternic. Eu
am reusit s axiomatizez acest sistem mai puternic.

19. Daci la sistemul de axiome citat la punctul 10, axioma 12 este inlocuita
cu axioma 12a, respectiv:

12a CCNpgCCCqpqq

atunci axiomele 1-11 si 12a formeaza un sistem independent pentru care matricea
normald trivalentd construitd de Heyting si citatd la punctul 15 este adecvatd. Pe
de-o parte, axioma 12a nu este deductibild din axiomele calculului intutionist, ceea
ce poate fi demonstrat cu ajutorul unor matrici tetravalente, iar pe de alta parte,
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axioma satisface matricea trivalenta datd de Heyting. Astfel, daca o ludm impreuna
cu restul axiomelor, ea nu este suficientd sa formeze fundamentul calculului
bivalent. Avem astfel un exemplu simplu de sistem al logicii propozitionale
reprezentat prin axiome i mai slab decat calculul propozitional clasic. Asemenea
acestui calcul, el are o matrice normald adecvata, desi ea nu este bivalenta, ci
trivalenta. Pentru toate sistemele mai slabe decat calculul propozitional bivalent
existd matrici adecvate normale polivalente. Aceasta nu este incidental, aceasta este
o lege. Si aceasta lege conferd o importantd capitala metodei matricelor. Am
incheiat astfel si discutia celei de-a doua dintre problemele ridicate.

20. Matricele pentru calculul propozitional bivalent au fost dezvoltate pe o
baza intuitivd. Valorile acestor matrici au fost interpretate ca valori de adevar: 1 ca
adevar si 2 ca fals. Mai tarziu insa, cAnd metoda matricelor incepe sa fie folositd in
demonstratiile de independentd si cidnd numeroase matrici polivalente au fost
construite in acest scop, interesul pentru interpretarea intuitiva a valorilor matriceale
s-a pierdut. Pur i simplu nu a mai fost necesara interpretarea intuitiva a acelor
valori. Matricele in cauza au servit scopului de-a gasi, pentru tezele date, proprietati
ereditare relativ la regulile de inferentd. Valorile matriceale au fost reduse la
statutul de constante fard semnificatie (in orig. meaningless constants), iar formarea
de matrici devine o procedura pur formald. Si totusi, in matricile polivalente inca
este posibila interpretarea intuitiva a valorilor. Ca prim exemplu voi cita matricea
introduse de Heyting, discutata ceva mai devreme.

21. In lucrarea sa fundamentala despre regulile formale ale logicii intuitioniste,
Heyting spune: ,,Grupa XII (matricea in chestiune, cu valorile redenumite) poate fi
interpretatd astfel: 2 st pentru orice propozitie corectd, care nu poate fi falsa, dar a
carei corectitudine nu poate fi doveditd. Obtinem atunci tabelul dat mai sus.”
Urmeaza din explicatia data de autor ca el credea, in baza anumitor idei, ca In mod
sigur ar putea construi respectiva matrice. Voi incerca sa examinez mai inde-
aproape aceste idei.

22. Dintre cele 30 de ecuatii pe care le contine matricea, 14 sunt luate din
calculul propozitional bivalent:

N1 =3 Cll=1 Kll1=1 All =1
N3 =1 Cl13=3 K13=3 A13=1
C31=1 K31=3 A31=1
C33=1 K33=3 A33 =3,

in care 1 sta pentru adevar si 3 pentru fals. Alte 10 ecuatii, pentru conjunctie si
alternare, sunt obtinute in baza urmaétoarelor considerente: noua valoare 2 este
atribuitd acelor propozitii care nu pot fi false, insd nu pot fi demonstrate. Aceasta
valoare este evident mai slaba decat adevarul, dar mai tare decat falsul. Mai
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departe, valoarea conjunctiei este datd de valoarea celui mai slab dintre
argumentele ei, iar valoarea alterndrii de valoarea celui mai puternic. Pentru
aceleasi valori ale argumentelor, valoarea fiecarei functii este egald cu valoarea
argumentelor. Obtinem astfel urmatoarele ecuatii:

K12=2 A12=1
K21=2 A21 =1
K22=2 A22 =2
K23 =3 A23 =2
K32=3 A32=2

Alte doua ecuatii pentru implicatie
C21=1 s (C32=1

sunt obtinute pe baza regulii valide din calculul bivalent care stabileste ca implicatia cu
consecvent adevdrat sau cu antecedent fals trebuie sd fie adevarata indiferent de
valoarea celuilalt argument. Cea de-a treia ecuatie a implicatiei, respectiv

c22=1

rezultd din legea identitatii. Dificultiti pot fi doar in legdtura cu valoarea
expresiilor C12, C23 si N2. C12 nu poate fi adevaratd pentru ca ar insemna ca 2 sa
desemneze adevarul. Ea nu poate fi nici falsd intrucit nu are consecvent fals.
Ajungem astfel la

Cl2=2.

Pe de alta parte, C23 este evident falsd intrucat un antecedent ce nu poate fi
fals nu poate avea un consecvent fals. Prin urmare

C23=3
Pentru ultima ecuatie avem
N2=3
pentru cd, in mod clar, negatia unei propozitii ce nu poate fi falsa este falsa.
23. Am inteles aceste lucruri mult mai usor acum decat inainte de-a fi
construit prima matrice trivalentd intuitiva, desi atunci am fost ghidat de cu totul

alte idei. Urmand celebrul exemplu al lui Aristotel, am ajuns la concluzia ca
propozitiile despre evenimente posibile viitoare nu sunt In prezent nici adevarate,
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nici false. Riguros vorbind, enuntul cé eu voi fi in Varsovia in dupa amiaza zilei de
8 decembrie 1939, nu poate fi astazi nici adevarat, nici fals. Trebuie de aceea sa
avem o a treia valoare de adevar. Aceasti a treia valoare de adevir este in aceeasi
relatie cu posibilitatea ca si adevarul cu fiinta, respectiv, falsul cu nefiinta. In baza
acestor idei am construit, tot la inceputul lui 1920, urmatoarele matrici trivalente:

N C 1 23 K 1 23 A 1 23
1|3 1/1 23 111 2 3 11 11
213 211 1 2 212 2 3 211 2 2
31 311 1 1 313 3 3 311 23

in care 1 este valoarea desemnata, adica adevarul, 3 sta pentru fals i 2 pentru cea
de-a treia valoare ,,posibilul”. Matricea este normala’.

24. Comparatia acestei matrici cu matricea lui Heyting este extrem de
instructiva. Dat fiind ca si aici cea de-a treia valoare, posibilul, este mai slaba decat
adevarul, dar mai tare decat falsul, aceleasi ecuatii sunt valabile pentru conjunctie
si alternare. Exista totusi o diferentd 1n ecuatiile implicatiei si negatiei, desi numai
in doud puncte, corespunzator expresiilor C23 si N2. Mai departe, C23 = 2 si nu 3,
ca la Heyting, intrucat posibilitatea se poate transforma fie in adevir, fie in fals. in
primul caz, C23 devine C33, care Inseamnd adevarul, iar in al doilea C13, adica
falsul. Din aceasta cauza, C23 nu este nici adevarata, nici falsa, ea trebuie sa aibe o
a treia valoare. N2 de asemenea trebuie sd aibe o a treia valoare intrucat este
evident cd propozitia ,,Voi fi in Varsovia in dupd amiaza zilei de 8 decembrie
1938” nu poate fi nici adevarata, nici falsa, ci doar posibila. La fel negatia ei. Cele
doua exemple rezolva si cea de-a patra problema ridicatd — matricele polivalente
pot fi si ele interpretate intuitiv.

25. Existd sisteme partiale ale calculului propozitional bivalent in care nu
toate functiile (de adevar — a. trad) ale acestui calcul pot fi definite. Sistemul
implicational, de exemplu, in care implicatia este singurul sdu termen, si in care
teza CCCpqrCCrpCsp este unica sa axiomd (cea mai scurtd teza din care toate
celelalte teze implicationale rezultd), este un sistem partial. Sistemele partiale sunt
incomplete si, de aceea, imperfecte. In sistemul implicational invocat, nici negatia,
nici conjunctia nu pot fi definite. Daca vrem sa avem un sistem logic utilizabil in
toate ocaziile, va trebui sa ne straduim sa construim sisteme ale logicii propo-
zitionale in care functiile si fie definibile oricat de multe ar fi. In c%lculul propo-

zitional bivalent sunt 2> = 4 functii posibile de un argument, si 2° = 16 functii

" A se observa ci in matricea disjunctiei 4 (sau alternarii, cf. autorului), 422 = 2, ceea ce nu
corespunde interpretarii lui Aristotel. Lukasiewicz nu tine sd mentioneze aceasta limita a sistemului
sdu, care nu este una minora. (n. trad.)
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posibile de doua argumente. Chiar dacd nu toate aceste functii pot fi folosite in
inferentele practice, si chiar dacad nu toate pot fi exprimate prin cuvinte in limbajul
obisnuit, ele sunt totusi definibile 1n sistemul bazat pe implicatie si negatie. Acest

sistem este, prin urmare, complet®.

26. Ce se poate spune din acest punct de vedere despre sistemele polivalente?
Pe masura ce creste aici numarul valorilor matriceale, creste si numarul functiilor
posibile. Printr-o analizd combinatoricd simpld aflam ca pentru o matrice n-valenta

sunt 7" functii posibile de un argument si 7" functii posibile de doud argumente.
Numarul creste rapid. In sistemele trivalente numarul functiilor de un argument se

ridica la 3° = 27, iar cele de doui argumente la 3% =3 = 19683. In sistemele

tetravalente sunt 4* = 256, respectiv, 4* = 4" = 4294 967296 astfel de functii,
adica mai mult de patru mii de milioane. In matricele cu multimi numarabile de
valori, multimea functiilor posibile este nenumarabila’.

27.Si revenim la exemplul nostru. in logica propozitionala trivalentd, in
special acolo unde valorile de adevar pot fi interpretate intuitiv, putem cere ca toate
functiile sa fie definibile, la fel ca in calculul bivalent. insi nu acesta e cazul
sistemelor trivalente descrise mai sus. Se poate usor arata ca functia ,,7p” (a se citi
»a treia valoare de adevér a lui p”) care ia constant valoarea 2 (adicad Tp = 2) nu
poate fi definitd in niciun sistem. Prin urmare, ambele sisteme sunt incomplete.
Calculul intuitionist este de asemenea incomplet; nu se poate vedea cum multimile
infinite de valori ale matricelor sale pot fi interpretate intuitiv. S incercim sa
facem unul dintre sisteme complet. Dat fiind ca cercetarile privind sistemul bazat
pe matricele Iui Heyting nu sunt finalizate, sistemul trivalent construit de mine
poate servi ca baza 1n urmatoarea analiza.

28. Vreau sa ardt mai intdi ca 1n calculul meu propozitional trivalent atat
conjunctia cat si alternarea sunt definibile. Cele doud definitii sunt:

Apqg=CCpqq si  Kpg=NANpNg.

(vreau sa adaug aici cé in calculul trivalent al lui Heyting, alternarea este definibila,
respectiv

Apg = KCCpqqCCqpp,

§ Cititorul nu trebuie sa confunde completitudinea functionala, despre care vorbeste autorul in
acest pasaj, cu completitudinea logica (sau teziald). Un sistem de logica propozitionala este complet
in sens tezial sau logic, daca orice expresie validd construitd in sintaxa sistemului este teza a acestuia
(n. trad.).

° Exprimarea este eliptici, autorul se referdi la multimi infinit numirabile, respectiv,
nenumadrabile (n. trad.).
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insd conjunctia nu. In calculul propozitional intuitionist niciuna dintre cele patru
functii N, C, K, 4 nu sunt definibile prin celelalte trei). Trebuie de asemenea
mentionat ca 1n calculul meu trivalent multimea tezelor care fac uz de termenii C si
N si care satisfac matricele poate fi axiomatizatd. Demonstratia i se datoreaza lui
Wajsberg, unul dintre primii mei discipoli, care a construit urmatorul sistem de
axiome pentru acest calcul:

(1) CpCqp

(2) CCpgCCqrCpr
(3) CCCpNppp

(4) CCNpNqCqp

Matricele trivalente construite de mine sunt adecvate pentru acest sistem de
axiome.

29. Calculul propozitional trivalent pe care eu l-am definit prin metoda
matricelor si care a fost axiomatizat de catre Wajsberg, nu este, asa cum am spus,
complet intrucat nu toate cele 27 de functii de un argument si 19683 functii de
doua argumente sunt definibile in el. Stupecki, un alt discipol al meu, a reusit sa
facd sistemul complet prin adaugarea unei noi functii, si astfel completat sa-I1
axiomatizeze. Stupecki a demonstrat ca prin addugarea functiei 7p, toate functiile
sistemului pot fi definite si a addugat doud noi axiome pentru aceastd noud functie.
Voi prezenta Incd odata cititorului sistemul de axiome Tmpreund cu matricele
adecvate:

(1) CpCqp

(2) CCpgCCqrCpr
(3) CCCpNppp

(4) CCNpNqCqp

(5) CTpNTp
(6) CNTpTIp
N C 1 23 T
13 1|1 2 3 12
213 2(1 1 2 22
3|1 311 1 1 312

Regulile substitutiei si detasarii sunt valide in acest sistem. Sistemul de
axiome este independent, consistent si complet, In sensul cd orice expresie bine
formatd este sau deductibild din axiomele sistemului sau, addugatd axiomelor
rezultd o contradictie, altfel spus, aserteaza toate expresiile bine formate ale sistemului.
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Sistemul este complet si in sensul cd toate functiile lui sunt definibile. in felul
acesta sistemul are toate proprietitile atribuite calculului propozitional bivalent
clasic. Cu aceasta, si cea de-a patra problema mentionata la Inceput a fost rezolvata.

30. Am realizat un dificil progres in profunzime. Dificil nu doar pentru ca
problemele ce urmau a fi rezolvate sunt tehnic complicate (am omis detaliile
tehnice si am prezentat doar rezultatele), ci pentru ca ele implica idei si metode
complet noi. Pot afirma cu certitudine ca multe minti luminate au muncit pentru a
ajunge la aceste rezultate. Pentru a finaliza aceasta prezentare ma voi referi pe scurt
la semnificatia acestor rezultate si la legatura lor cu problema fundamentelor logicii.

31. La inceputul acestei prezentdri am spus cd logica propozitionald intuitio-
nistd, pentru ca respinge diferite teze ale calculului propozitional bivalent, este un
sistem mai slab decat acesta. El poate fi intarit in diverse moduri; putem alege, de
pilda, tezele respinse pe care sa le adaugdm apoi una cate una sistemului pana
obtinem sistemul cel mai puternic, adica logica propozitionala bivalenta. Numai ca
sistemul propozitional trivalent complet creat de mine si axiomatizat de Stupecki, ii
voi spune mai scurt S-sistemul, este format Intr-un mod complet diferit. Daca i
adaugam o tezad nedeductibild din axiome, dar valida in calculul bivalent, nu
obtinem un sistem mai tare, ci o contradictie. Acest important fapt poate fi explicat
printr-un exemplu:

(7) CCNppp
(7) p/Tp = C(6)(8)
®) Ip
(5)=C(8)(9)
(9) NIp
(2) g/Cqp = C(1)(10)
(10) CCCqprCpr
(10) ¢/Np, p/Nq, r/Cgp = C(4)(11)
(11) CNgCqp
(11) ¢/Tp = C(9)C(8)(12)
(12)p

32. Teza CCNppp nu are loc nici In logica intuitionistd, nici S-sistemul
trivalent. Daca aceastd tezd se adauga logicii intuitioniste obtinem calculul bivalent,
dar daca se adauga S-sistemului obtinem o contradictie. Aceastd contradictie se
demonstreaza dupa cum urmeaza:

CCNppp se adauga sistemului de axiome Stupecki ca teza (7). Din aceasta
tezd si din axiomele (6) si (5) obtinem, prin substitutie si detasare, tezele contra-
dictorii 7p si NTp. Aceasta contradictie poate fi facuta chiar mai puternica intrucat,
pe baza tezei CNqCqp, deductibild in sistem, (8) si (9) duc la concluzia p din care
orice expresie bine formata poate fi obtinuta prin substitutie.
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33. Aceasta nu aratd ca S-sistemul este mai slab decat calculul bivalent, ci
doar ca este diferit de el. Pe de altd parte, S-sistemul contine teze, precum C7TpNTp
si CNTpTp, care nu pot fi interpretate in calculul bivalent; in plus, putem indica
teze ale calculului bivalent, cum ar fi CCNppp, care in S-sistem duc la contradictie.
O logicd cu totul noud s-a dezvoltat In fata noastra — logica modald, scopul lui
Aristotel si al scolasticilor. Aceasta nu este singura forma posibila a logicii propo-
zitionale trivalente; existd diferite tipuri de sisteme trivalente, nereductibile unul la
celalalt, si nenumarate forme de sisteme polivalente mai nalte. Aceste variate
forme de logicd propozitionald polivalenta sunt fatd de calculul propozitional
bivalent clasic Intr-o relatie mai mult sau mai putin asemandtoare relatiei dintre
geometriile neeuclidiene si geometria Iui Euclid. Exista totusi o diferenta: in timp
ce geometriile neeuclidiene pot fi interpretate in cea euclidiand, interpretarea
sistemelor polivalente in sistemul bivalent pare scoasa din discutie. Invers, logica
propozitionald bivalentd se poate interpreta in termenii S-sistemului in mai multe
forme, dovada ci logica trivalenti este mai tare si mai bogati decat cea bivalenta'’.

34. Am ajuns astfel la cel mai important punct al problemei fundamentelor
matematicii. Calculul propozitional este disciplina logica fundamentala pe care intreaga
logica este bazata, iar matematica, la rAndul ei, se bazeaza pe logica. Pentru ca sunt
diferite sisteme de logica propozitionald, nereductibile unul la altul, tot asa trebuie
sd fie si diferite sisteme ale logicii predicatelor, iar de aceste sisteme ar trebui sa
depinda diferite sisteme de teoria multimilor §i de aritmetica. Deocamdata nici o
lucrare nu existd in acest domeniu. Am reusit pand acum doar construirea de
sisteme polivalente de logicd propozitionala cu cea mai mare precizie formala.
Daca sistemele respective s-ar aplica matematicii, ele ar functiona inclusiv din
punct de vedere intuitiv. Ca acest lucru este posibil a fost demonstrat prin exemplul
logicii propozitionale intuitioniste. Un motiv suficient pentru ca aceste importante
si fundamentale cercetiri sa fie intrprinse si de logicieni si de matematicieni''.

Lukasiewicz a aratat intr-o explicatie aditionald ca 7p este cel mai convenabil termen pentru
axiomatizarea logicii sale, insd un alt termen, simbolizat cu Mp, poate fi folosit in acelasi scop fara a
lasa de dorit din punct de vedere al semnificatiei sale intuitive intrucat poate fi interpretat ca
,posibil”. Sistemul corespunzator de axiome va fi atunci urmatorul:

10 Afirmatia autorului trebuie luati cu rezerve. Dacd in sistemul siu il intrepretam atat pe 2, cit
si pe 3, prin fals obtinem sistemul bivalent de calcul propozitional (n. trad.).

" Situatia privind aplicatiile logicilor polivalente in domeniul matematicii si al
fundamentelelor matematicii s-a schimbat de la data publicarii acestui studiu de catre J. Lukasiewicz.
Pe langa faptul cd au apérut noi sisteme de logica polivalentd, dintre care unele au directa legatura cu
matematica (vezi logica lui Kleene, de exemplu), au aparut si noi modalitati de investigare logica a
matematicii. Din pacate, Lukasiewicz nu a insistat suficient asupra limitelor sistemelor respective,
mai ales asupra limitelor provenite din caracterul neextensional al acestora (n. trad.).
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1. CNMpCNMpNp

2. CNMNpCNMNpp

3. CMpCMpMNp

4. CCpgCCNpgCCMpyqq.

Acest sistem poate fi interpretat intuitiv. Totusi, nu este posibila interpretarea intuitiva a
tuturor functiilor definibile in sistem. Numirul lor (3°) este mult prea mare pentru ca limbajul comun
sa aibe expresii corespunzitoare pentru fiecare functie in parte. insi acesta este si cazul logicii
bivalente. Lipsa de reprezentare in limbaj pentru o parte (chiar o covarsitoarea parte) a functiilor
posibile nu este astfel un argument impotriva caracterului intuitiv al sistemului.

Traducere din limba engleza de Iancu Lucica

Nota. Traducerea s-a realizat dupa Jan Lukasiewicz, Logic and The Problem of The Foundations of
Mathematics, publicat in J. Lukasiewicz, Selected Works, North-Holland Publishing Company —
Amsterdam London; PWN — Polish Scientific Publishers — Warszawa, 1971, pp. 278-294.



