ELEMENTE DE FILOSOFIE WITTGENSTEINIANA A MATEMATICII
IN SPATIUL IDEATIC AL ANILOR ’30

IULIAN GRIGORIU

Wittgenstein's philosophy elements of mathematics in the ideal space of the
thirties. With the dispute between logic, formalism and intuitionism as a backdrop,
Wittgenstein continues to develop his own philosophy of mathematics which he begins
to present to the members of the Vienna Circle. At the 1930 Konigsberg ,,Congress of
Theory of Knowledge in the Exact Sciences”, he will have Friedrich Waismann as a
spokeperson against Carnap (logicism), Heyting (intuitionism) and Neumann (formalism).

The critique of the fundamentals of mathematics, the expression of a general
form of the proposition and of the natural number, the connection between the system,
the proposition and the mathematical demonstration, the situation of the arithmetical
calculation, the debates in the Tractatus Logico-Philosophicus and continuing in
Philosophical Remarks and Philosophical Grammar, become recurrent themes and
constitute central concepts of the Wittgensteinian philosophy of mathematics.

The question of universality in relation to the definition of the natural number
reflects on an original Wittgenstein concept of general mathematical function, which
emphasizes its peculiarities but also the difficulties of reception. In the continuation of
the Intensionalist conception of the number I illustrate that Wittgenstein elaborates a
formal grammar of the name of numbers, | rebuild the addition operation and |
highlight a type of Wittgensteinian definition for the mathematical proposition. In order
to achieve these goals, | draw the "coordinates" of a new conceptual space auspicious
for the development of the Wittgensteinian philosophy of mathematics, namely the
Grammatical Space. This follows the Tractarian Logical Space, which it encompasses
and transforms, offering new linguistic and representative possibilities for the syntax of
mathematical elements. “Mathematics" becomes an autonomous field of reason, it does
not need fundamentals, it develops through independent concepts, specific constructions,
punctual strategies, provisional, rules and internal laws, constituting a bridge between
various human activities as a criterion for sciences and their applications.

Keywords: Wittgenstein's Philosophy of Mathematics; Grammar Space vs. Logic
Space; demonstration; system; calculation; Wittgenstein's concept of function; number;
mathematical domain; definition of the mathematical proposition

INTRODUCERE

Filosofia lui Wittgenstein este un imens joc de puzzle avand ca piese
concepte deschise, modificabile, care angreneaza in sincope si se completeaza la
mari intervale, cu darul de a crea un dialog, o perspectiva inversd asupra scrierilor
timpurii expuse unor noi determinari, extinderi, relevante, in lumina celor tarzii.
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In acest sens, o serie intreagd de concepte tractariene sunt inglobate si dezvoltate in
filosofia ulterioara. Wittgenstein nu abandoneazd ceea ce a inceput In Tractatus
Logico-Philosophicus (TLP) ori ceea ce a surprins intre timp ca fiind un esec, ci va
proceda la ,aruncarea scarii”. Perioada de dupa Tractatus este strict legatd si
dependentd de aceasta. Filosoful citeste operele unor Brouwer, Weyl, Skolem,
Hilbert, Ramsey (intalnindu-se si discutand de mai multe ori cu Brouwer in 1928),
isi expune ideile in cadrul Cercului de la Viena, unde 1i are ca sustindtori pe
Waisman, Moritz, Schlick. Dupa aproape un deceniu de meditatii, impresia lasata
de filosofia sa de mijloc (incepind cu anii 1929-1930) este cea a unei replieri si
reorientdri catre aceleasi granite problematice trasate deja. Totalitatea de ,.fapte
constitutive ale lumii” (TLP) se transforma in alte elemente ireductibile, si anume
intr-o multitudine de ,,forme de viata” asimilate ca ,,jocuri de limba;j”. E vorba de o
»viatd” a semnelor ce dubleaza, reprezentationeaza realitatea inefabila. Stiinta,
cunoasterea urmeaza sa se raporteze la un domeniu distinct al ratiunii, matematicul,
in masurd sa organizeze datele noastre cantitative. Matematica e alcatuitd din
actiuni directe, independente, nemotivate logic sau altfel. Pentru acest domeniu nu
avem fundamente, ci alegeri, conventii si tehnici, nu obiecte si daturi, ci constructii,
strategii, dar nu universale, ci provizorii, operationale, local aplicabile. in matematica
esecurile fundationale au o motivatie la fel de profunda ca si fundamentele insesi: cei
care au avut pretentia ca ar fi explicat matematica prin logicd, intuitie, formalisme —
orientari de filosofie a matematicii nu att de ,,pure” pe cat s-ar crede — se iluzioneaza,
gresesc. Necesitatea domeniului matematic e independenta de celelalte, ale logicului,
formalului sau limbajului natural prin care se poate exprima conjunctural, dar detine
gramatica sa proprie (legile aritmeticii, de pilda).

DE LA SPATIUL LOGIC LA UN SPATIU GRAMATICAL

Eliberarea matematicii de constrangeri formaliste, logiciste, intuitioniste
(culegand totodatd unele din valorile si principiile lor) devine fondul teoretic al
noilor actiuni filosofice wittgensteiniene de filosofia matematicii. Aceasta se va
realiza pe alte ,,fundamente”, de tip reprezentationist si intensionalist: e vorba de
posibilitatea elementelor si procedeelor matematice de a ne apdrea ca entitati
autonome evidente prin descriere, reproducere, reprezentare, constituire, redare,
punere in scend; ,,asa stau lucrurile” e valabil si pentru domeniul matematicului,
ceea ce ar presupune un act de credinta’.

Pe de alta parte, fermentii tractarieni incep sa se cristalizeze in noi concepte
mai ferme si cu ,,bataie lunga”: nu se renunta la critica si problematizarea specifica
a fundamentelor, forma generala a numarului ramane o tema perena, se detaseaza
0 noua viziune asupra demonstratiei, & propozitiei in genere si a celei matematice
n special, a sistemului matematic; se impune acum un concept original de functie

! In sens de ,,incredere” in functionarea unor norme si forme ale propozitiilor si obiectelor specifice.
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matematica generald, diferit de cel clasic, ca si 0 noud viziune despre numdr si
concept ca elemente fundamentale ale matematicului si limbajului (totul in cheie
reprezentationistd si intensionalistd ca si In TLP). Am in vedere si deschiderea
catre problematica din ultima etapa a filosofiei wittgensteiniene a matematicii
(FWM) avand ca teme predilecte: statutul infinitului (mic si mare), rolul ecuatiilor
(propozitiilor) matematicii, lipsa de relevanta a inductiei si a cuantificarii In domenii
infinite, regésirea unei forme generale a propozitiei, critica sustinutd adusa teoremelor
de fundamentare a numerelor reale (Dedekind, Cantor), combaterea demonstratiei
lui Skolem (cu elemente originale de calcul formal), coerenta unor teorii asupra
numerelor irationale si complexe. Wittgenstein va reusi chiar o viziune filosofica
superioara, consider, celei pe care se situeaza Godel in celebra sa teorema, printr-0
relocare a relatiei dintre adevar si demonstrabilitate in propriul sistem.

Dupa Wittgenstein, matematicul cu aplicatiile sale are resursele de a fi privit
in lumina unor elemente autoevidente. Daca nu se intdmpld asta, e pentru ca
matematicienii, filosofii, cei care cauta justificari semantice, metateorii etc. nu
reusesc sd le surprinda in lumina lor de fidelitate ,,simfonicd” si de expresivitate
spirituald. Daca matematicul nu ramane la criteriul simplitatii, atunci el s-a abatut
de la datul sau. In fond, in matematica nu existd nimic complicat, aceastd aparentd
tine de suprasolicitarea unui limbaj care ar trebui sa se afle tot timpul intr-un proces
de clarificare. In matematica totul e vadit, fatis!

Filosofia wittgensteiniand a matematicii cautd sd surprindd ca evidente
articulatiile celor mai simple sau ample situatii si fapte matematice si criticd esafodajele
tip ,,Principia Mathematica” (PM), perspectiva teoremelor de incompletitudine,
cutumele teoretice privind notiuni precum infinitul, contradictia, adevarul, completitudinea,
demonstrabilitatea etc., cautand sa epureze matematica de intruziuni nejustificate
pe care limbajul conventional le permite. Fiindcd legatura conjuncturala dintre
Matematic si Lume este limbajul, consider ca Wittgenstein cautd acum resorturile
»~gramaticale” ale Matematicului, mutand elementele sale din Spatiul Logic tractarian
(SL) intr-un Spatiu Gramatical (SG?). Virtutile acestui nou cadru au darul de a ne
elibera de necesitati logiciste, pe de o parte, oferind posibilului si alte dimensiuni
decét cele predeterminate logic (in afara si dincolo de fundamente specifice), pe de
alta, prezentand elementele matematicii intr-un soi de indeterminare clarificatoare

2 Aluzii la SG apar in multe locuri din scrierile apirute postum, cind se discutd despre
caracteristici gramaticale ale sensului, dar termenul efectiv e folosit doar o datd (in Philosophical
Remarks IX, §110). De asemenea, in manuscrisele dactilografiate (,,The Big Typescript: TS 2137,
editori si traducatori C. Grant Lukhardt si Maximilian A. E. Aue, Blackwell, 2005), continand idei
incepand cu perioada intoarcerii la filosofie din anul 1929, se intilneste sintagma ,,spatiu gramatical”
in titlul unui scurt capitol (,,Bedeutung, der Ort des Wortes im grammatischen Raum”/ ,,Meaning, the
Position of the Word in Grammatical Space”, pp. 26-29) in care prin mai multe exemple filosoful
constata ca sensul unui cuvant depinde sau chiar este ,,locul” dintr-un ,,spatiu gramatical”. Conceptul
de SG il consider util Tn analiza gandirii filosofice wittgensteiniene, inclusiv de filosofia matematicii,
de aceea 1l folosesc ca reper in propria analizd. Mentionez céa termenul nu a fost valorificat in mod
asemandtor de exegeza. Ideea randurilor de fata este de a studia in ce masura SG oferd resurse ale
sensului in vederea ,,fondarii”, daca nu ,,fundamentarii” domeniului matematic.



618 lulian Grigoriu 4

cu virtuti filosofice. Incercarea consti in a surprinde generalitatea si totalititile
matematicii activate de resursele lingvistice ale schimbarilor si diferentierilor
conceptuale. SG nu e un spatiu canonic, precum SL, dar poate contine sintaxa
ecuatiilor matematice. ,,Mutat” intr-un SG, sensul unei entitati matematice (numdr,
propozitie, ecuatie etc.) nu mai este univoc, ci orice reprezentare posibila e de fapt
una corecta, fiind suficient ca elementul supus analizei sa aiba un sens. De altfel nu
mai e vorba de elemente pure, stabile, bine organizate. Totul are un cusur sau
ascunde o falsa enigma: chiar evidentele trebuie readuse in lumina intelegerii. SG
permite descrierea sensului sau non-sensului unei entitati matematice; sensul tine

1wy

al echivalentelor de reprezentationare; ,,forma generala de aplicatie a aritmeticii”,
nemaifiind determinata de o necesitate de tip logic, e practic imposibila, ne asigura
filosoful®. Tntr-un asemenea spatiu para-simbolic, regulile cu cifre functioneaza
independent de fundamentari, definitii si aritmetica e necontradictorie, precum geometria:

3¢ poate fara indoiala spune ca regulile cifrelor presupun intotdeauna definitii.
Dar in ce sens? Ce inseamnd sd spui cd un semn presupune un altul care, strict
vorbind, nu se afla deloc acolo? Aceasta presupune posibilitatea; posibilitatea lui in
spatiul semnelor (in spatiul gramatical).””

Matricele de valori de adevar din SL prin care se exprima operatiunile logice
(si, sau, nici etc.) sunt doar o parte a gramaticii lor; deci SL este inclus in SG°.

Totusi, atributele unui SG sunt dificil de depistat din intregul filosofiei
wittgensteiniene (un spatiu multiplu care sd permitd analiza si a propozitiilor din
limbaj natural, si a celor logice si matematice), si probabil cé filosoful a refuzat sa
instituie un nou spatiu dogmatic si iluzoriu, numai pentru a pune pe seama
»Zgramaticului” toate problemele de care s-a lovit pana acum. Cu toate acestea, daca
gramatica (regulile interne ale limbajului) permite s vorbim si sd nu vorbim n
aceeagi masurd de o anumitd entitate (de pildd, propozitia matematica sau forma
generala a propozitiei), ea nu e interzisd de la contradictie, dupad cum se poate
constata cand Wittgenstein fie admite, fie nu admite posibilitatea discutiei despre o
forma generald (In aceeasi maniera tractarianad).

Lipsa de aderenta a oricarui concept vizat drept cadru al filosofiei ne duce cu
gandul la imposibilitatea de a ne debarasa de metafizica. Reflexul tractarian de a
epura limbajul filosofic de intruziunile metafizicii, de fundamente logiciste si
metateorii acum se rasfrange asupra tehnicilor formaliste, conventiilor intuitioniste
(se vede ca acestea au virtutea de a se Intoarce unele impotriva altora). Dar de toate
acestea ne putem lipsi, dupa cum, la fel de bine, putem face apel la ele. Ne
intereseaza doar functionarea elementelor ca atare, Tn domeniul matematic, cum
sunt propozitiile, demonstratiile, calculele, cum se poate sa existe de sine statator,

3 Cf. Ludwig Wittgenstein, Philosophical Remarks (PR), ed. R. Rhees, trad. Raymond Hargreaves
si Roger White, Basil Blackwell Oxford, 1998, IX, §110.

4 Ibidem.

5 E ceea ce se spune implicit in PR V111, §83.
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in mod necontradictoriu, fara conventii si formalisme. Nu e vorba nici de realism,
nici de antirealism, de metafizica sau antimetafizica. Matematica e o constructie, ne
spune Wittgenstein pe linie intuitionista, cu reguli stabilite de practica matematica,
privita ca o multitudine ,,pestrita” de tehnici concrete (jocuri de limbayj).

Daca in filosofia limbajului semnificatia propozitiei este determinatd de
folosirea ei, tipic FWM este ca simbolismul matematic prilejuieste corelatia dintre
faptul matematic si reprezentationarea lui, existenta unui obiect matematic e unica
si simbolul constituie ,,esenta” sa; simbolul, definitia, aratd insusi obiectul matematic.
In propozitiile matematicii e data direct corelatia dintre obiect si concept, cu sensul
si alternativele de alegere a sensului, incluse.

Wittgenstein foloseste o metafora deosebit de sugestiva: ,,Putem sa ne imagindm
propozitia matematica precum o fiintd vie care stie ea insasi dacd e adevarata sau
falsa (fatd de propozitia propriu-zisa). Propozitia matematicad stie ea insasi ca este
adevarata sau ca este falsd. Daca ea trateaza despre toate numerele, inseamna ca ea
deja trebuie sd cuprinda toate numerele. Ca si sensul sdu, trebuie de asemenea ca
adevirul si falsitatea si fie in ea.”®

sensului, dar si un spatiu depozitar al experientei, un spatiu al memoriei.

CONTINUITATE SI TRANSFORMARI

O serie de exegeti’ constatd ci in FWM existd o continuitate de preocupiri,
iar periodizarea ei (de la TLP la perioada asa-zis mijlocie, 1929-1933 si mai
departe a treia perioadd, pand in 1944) e utild pentru a marca evolutia gandirii
wittgensteiniene.

Transformarile care apar acum sunt cele conform carora:

— nu mai existd o forma generald comund tuturor numerelor si nici
demonstratiilor. In ce priveste numerele, Wittgenstein se ,,desprinde” de forma
generala a de tip logic a numéarului, inlocuind Spatiul Logic cu un Spatiu Gramatical.
Aici, numerele se manifesta in genere ca reguli sau legi diferite si nu mai stau sub
cupola aceluiasi formalism. in ce priveste demonstratiile, diferentele logice dintre
acestea sunt de naturd internd (intensionalistd) si sunt la fel de diferite precum
structura tipurilor de numere®;

6 Ibidem, XI, §122.

7 De exemplu, Wrigley, The Continuity of Wittgenstein's Philosophy of Mathematics, ed. K Puhl,
Vienna: Verlag Holder Pichler Tempsky 1993, pp. 73-87, care pune accent pe activitatea descriptiva
a FWM, ca intelegere a matematicii asa cum este — filosofia nu poate avea repercusiuni asupra matematicii.
Asemanator se exprima A. Kenny (in vol. Wittgenstein, cap. 12, ,,The Continuity of Wittgenstein
Philosophy”, Blackwell Publishing, 2006, pp. 173—183) s.a.

81n aceastd maniera discutd Wittgenstein in Philosophical Grammar (PG), ed. Rush Rhees,
trad. Anthony Kenny, Blackwell, 2004, part. 11, V, etc.



620 lulian Grigoriu 6

— filosoful austriac nu mai asaza aritmetica la baza intregului edificiu matematic,
numarul nu mai constituie un concept matematic fundamental al aritmeticii si al
intregii matematici®;

— in ce priveste natura infinitului, Wittgenstein arata prin numeroase exemple
cd nu existd un concept coerent de infinit'® cu relevanti asupra ,,organizirii”
numerelor reale, a ,,infinitilor mici”, operabil 1n cadrul unei asa-zise teorii a multimilor,
nici in cadrul respectarii unor reguli cu pretentie de universalitate, in calculul unor
serii si functii infinite etc.

DEMONSTRATIA

Fatd de TLP, filosoful respinge cd demonstratia este un simplu calcul,
considerdnd ca aceasta creeazd noi legdturi conceptuale, accentudnd faptul ca
matematicianul e un inventator, nu un descoperitor'’: , Demonstratia schimba
gramatica limbii noastre, ne schimba conceptele. Ea face noi conexiuni si creeaza
conceptul acestor conexiuni”?. Aceste noi conexiuni tin de faptul ci matematica
este o inventie, o constructie.

E o ,,schimbare” pe acelasi calapod reprezentationist tractarian si acum se
vizeazd o sintezd Intre propozitie si demonstratie: ,,Dacd vrei sd stii ce este
demonstrat, priveste la demonstratie”®®; sau ,,0 propozitie matematica este o aluzie
la o demonstratie™**.

Cele doud mari tipuri de demonstratii pe care le distinge (si criticd) Wittgenstein
pe tot parcursul FWM se contureaza acum: e vorba despre demonstratiile particulare,
aritmetice sau numerice® si cele recursive si prin inductie (avand un istoric pe linia
Leibniz-Poincaré-Russell).

In ultima perioada a creatiei sale filosofice, in Philosophical Investigation'®
(scrisa Intre 1946—1948), deci dupa ce a incetat s mai scrie la filosofia matematicii
(1944), Wittgenstein isi manifestd increderea in puterea demonstratiei incadrata

% lbidem, part. 1, I11.

101, wittgenstein, (PR) XII, §123, §125-129, §136, §138, §140-142 etc.

1 Wittgenstein’s Lectures on the Foundations of mathematics (LFM), ed. Cora Diamond,
(prima editie Cambridge 1939), the Harvester Press Ltd, 1976, Cap. I, p. 22 si urm. si Remarks of the
Foundation of Mathematics (RFM), ed. G.H. von Wright, R. Rhees si G.E.M. Anscombe, trad.
G.E.M. Anscombe, Basil Blackwell, Oxford, (1956) 1998, part. I, §168.

12 L. Wittgenstein, RFM, part. 111, 831. Wittgenstein discutd despre noile concepte introduse de
o demonstratie in RFM, part. 111, § 29, 30, 31.

13 L. Wittgenstein, PG, part. Il, V (,,Demonstratia matematicd”), §14, p. 369.

14 L. Wittgenstein, PR XI, §122, XIII, §154: , O propozitie matematici spune Tntotdeauna ceea
ce demonstreaza demonstratia sa. Adica: ea nu spune niciodatd mai mult decat demonstreaza demonstratia
sa” (PR XIII, §154).

15 De tipul 2+2=4, (x + y)*= x%+2xy + ¥ etc.

16 |, Wittgenstein, Philosophical Investigation (PI), editia a treia, trad. G.E.M. Anscombe Oxford,
Blackwell Publishing, 2001.
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intr-un nou spatiu, lingvistic (,,Lasa folosirea cuvintelor sa te invete sensul lor...
lasd demonstratia si te invete ceea ce era de demonstrat™)*’.

Demonstratia este corpul propozitiei matematice: astfel, ,,propozitia matematica
complet analizatd este propria sa demonstratie”'®. Reprezentationist, s-ar putea
spune ca demonstratia joaca rolul organelor interne, structura, sistemul, Incarcatura
intensionalista, iar propozitia matematica este ceea ce se vede, rezultatul demonstratiei.
Wittgenstein are obiceiul sd conceapd granite: ale limbajului, ale gandirii, ale
propozitiei etc.; propozitia matematica apare ca o astfel de granita, fiind ceea ce
iese vizibil din corpul demonstratiei, sau ultima verigd a unui ,lant de demonstratii”
sau a unui ,,sistem matematic”*°.

,»Am putea spune asa: propozitia matematicad complet analizatd este propria
sa demonstratie. Sau asa: o propozitie matematicad este doar suprafata imediat
vizibild a unei demonstratii intregi si aceastd suprafatd este limita cu care ne
confruntam. O propozitie matematicd — spre deosebire de o propozitie reald — este
in esentd, ultima legatura intr-o demonstratie care o face vizibil corecta sau gresita.
O propozitie matematicd este in legatura cu demonstratia sa asa cum o suprafata
exterioara a unui corp se afla in legatura cu corpul in sine. Am putea sd vorbim
despre corpul demonstratiei ca apartindnd propozitiei. Numai presupunand ca exista
un corp in spatele suprafetei, propozitia are o semnificatie pentru noi. De asemenea
spunem: o propozitie matematica este ultima legitura in lantul unei demonstratii.”%

Demonstratia (fazele demonstratiei) asemanata cu formulele reactiilor chimice
sau, de ce nu, algebrice devine corpusul propozitiilor matematice, ea le determina
sensul?, este parte a propozitiei; propozitia matematici nu poate fi separati de
demonstratia i,

SISTEMUL

O propozitie matematica trebuie inteleasd in Sistemul sau, conceptul de
,.sistem” anticipand pe cel de ,,joc de limbaj”. Avem astfel de-a face cu sistemul
euclidian, neeuclidian, sistemul numerelor cardinale, rationale, reale si altele. O
propozitie matematicd se intelege (are sens) in interiorul sistemului sau. In acelasi
timp, fiecare propozitie matematicd trebuie si apartind unui sistem sau calcul®,
orice demonstratie noud a unei propozitii are loc intr-un nou sistem?,

7 Ibidem, part. 11, 8§11, p. 220.

18 |, Wittgenstein, PR X111, §162.

19 1bidem.

20|, Wittgenstein, PR XIII, §162.

2L L. Wittgenstein, LFM part. 1V, p. 39, PG, part.ll, V, p. 369, p. 375 (in op. cit.), RFM,
part.1V, 810.

22|, Wittgenstein, RFM part. VII, §70.

23 |bidem, part. VII 874, part. V1 §11.

24 Ibidem, part. VI 8§10, part. V11 §70.
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Un calcul cu semnificatia semnelor folosite este determinat de un sistem de
reguli interne. Faptul cd anumite rezultate nu sunt posibile in acel sistem aratad ca
nu se poate vorbi despre ele (in stil tractarian), cd nu putem cauta dincolo de ceea
ce este deja stabilit. Este dezavuata din nou teoria tipurilor, sistemele ierarhizate, e
invocata pierderea de sens in asa-zisele treceri de la un sistem la altul, Tn faptul de a
»cauta” un sistem mai larg inglobant. Exemple preferate: cazul starii de fapt a
imposibilitatea de ierarhizare a demonstratiilor, a obtinerii unei unitati metamatematice
tip PM: ,,Un sistem este o serie de forme, si operatiile care produc succesiv membrii
sai sunt in mod adecvat descrise de regulile sistemului”?®.

Operatorul lui Sheffer este un sistem simbolic de forma p/q, care detine
,multiplicitatea necesard”, asa incat cu ajutorul sdu sa poatd fi exprimate toate
propozitiile de tip logic; despre aceste ,,sisteme” discutd Waismann: ,,in matematica
avem de-a face cu sisteme”?’ care determina sau formeazi sensul in matematica.
Sistemul mai este cadrul care dd sens cautarii unui raspuns matematic, restrange
spatiul infinit al cautirilor?,

CALCULUL

In TLP, intreaga matematici se bazeazi pe calculul aritmetic cu numere;
numarul reprezentationeaza o relatie internd a unei serii de forme, asa cum va fi si
in filosofia de ,,mijloc”. Calculul aritmetic e un sistem combinatoric de operatii,
forme si ecuatii, ideea fundamentald a matematicii fiind ideea de calcul bazat pe
actiunea unei operatiuni. Wrigley?® constati ca pentru FWM din perioada de mijloc,
calculul este liantul relatiei dintre sens si demonstratie matematica; intr-un calcul,
0 propozitie matematicd este o ecuatie avand ca termeni doud expresii care sunt
echivalente cu niste combinatii complexe de forme si operatii®.

Wittgenstein surprinde in stil reprezentationist si intensionalist, pe tot parcursul
FWM, diverse legaturi dintre propozitia si operatia matematica, structura internd a
numarului, tranzitia intre sisteme matematice dotate cu diferite tipuri de calcul.
Operatiile matematice se aplica in diverse combinatii asupra unor forme de baza
(axiomele matematicii). Un calcul e definit prin multimea de combinatii generate
de forme de baza si operatii continute in el. Un sistem de calcul se afld in spatele
oricdrei propozitii matematice si ii confera un sens.

25 . Wittgenstein, PR XIII, §152.

2 1pidem, X111, §154.

27 Friedrich Waismann, Wittgenstein and the Vienna Circle, (WVC), ed. B.F. McGuiness,
Oxford, Basil Blacwell, 1979, p. 217.

28 |, Wittgenstein, PR XIII, §150.

29 M. Wrigley, ,,The Continuity of Wittgenstein’s Philosophy of Mathematics”, in Wittgenstein’s
Philosophy of Mathematics, VVerlag Holder-Pichler-Tempsky, Vienna, ed. K Puhl, 1993, pp. 73-87, p. 81.

30|, Wittgenstein, PR XV, §174, PG, part.Il, V, p. 377 si urm. in op. cit.
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Surprinderea sensului este esentiala in demersul constructiv si demonstrativ
al matematicii, In masura in care teoremele matematice au pretentia de a furniza
rezultate generale sau valabile pentru ,,toate numerele” avute in vedere. Astfel, noi
am putea sd depistdm un sens in exigenta teoremei lui Fermat pentru un numar finit
de numere prime intre ele, dar, In general, sa nu surprindem un sens al generalitatii
teoremei. Aspectul reprezentationist al calculului e o constantd a FWM: gasirea
evidentei unei continue prezente a imaginii calculului pentru fiecare propozitie a
matematicii e un imperativ.

Alte preocupari ale perioadei de mijloc a FWM vin pe linia TLP, in ideea ca
filosoful renuntd la unele concepte (cum sunt cele de ,,substanta lumii”, ,,fapt”,
,stare de lucruri” etc.), pe altele le transformda — SL va deveni SG, pe altele le
preia si dezvolta (conceptul de ,,sistem” din TLP e suveran vizavi de semnificatia
elementelor sale, cele de ,,regulda”, ,lege”, ,operatiune”, ,realitate”, ,posibilitate”
se dezvoltd independent de atributele logiciste), filosoful aduce alte concepte
proprii sau se preocupa de noi concepte aflate in circuitul filosofic.

O parte a exegezei caracterizeaza faza intermediard a FWM (1929-1933) ca
pe o schimbare de fundal: de la criticile, observatiile si interpretarile aduse teoriilor
unor Frege, Russell, acum atentia lui Wittgenstein se indreapta catre filosofiile la
moda, cu care intrd in polemica: e vorba de intuitionismul lui Brouwer si Weyl,
formalismul lui Hilbert, forma modificatd de logicism al lui Ramsey s.a. Continua
preocupdrile asupra demitizarii fundamentelor, interpretarea propozitiei generalizate,
delibereaza asupra coerentei unui sistem axiomatic, regandeste statutul demonstratiei
prin inductie, cauta clarificarea conceptului de numar real. Pentru ca in ultima
perioadd a FWM meditatiile lui Wittgenstein sa se indrepte catre cum se incadreaza
matematicul in limbaj, cum pot fi analizate proprietatile propozitiei matematice
intr-un spatiu gramatical conceput ca baza a matematicului.

CONTEXTUL IDEATIC AL ANILOR 30

Un punct de cotiturd in afirmarea lui Wittgenstein ca filosof al matematicii,
in legatura si cu raporturile sale cu membrii Cercului de la Viena, in contextul
intregii dezbateri filosofico-matematice a vremii, consider ca este ,,Congresul de
Teorie a cunoasterii in Stiinele exacte” de la Konigsberg din septembrie 1930. El
reprezintd un ,,punct de acumulare” pentru filosofia matematicii de la acea ora si a
avut ca principali protagonisti pe Carnap (logicism pe linia Frege-Russell-Whitehead),
Heyting (intuitionism pe linia Brouwer-Weyl), Neumann (formalism pe linia lui Hilbert).

La Congres, cei sus numiti au prezentat conferintele: The logicistic grounding
of mathematics, The intuitionist grounding of mathematics, respectiv The formalist
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grounding of mathematics®.. Pe langa acesti autori, a conferentiat Friedrich Waismann®?
despre fundamentele matematicii in conceptia lui Wittgenstein: Uber das Wesen
der Mathematik; Der Standpunkt Wittgensteins, ramasa nepublicata. E vorba Tn
special de o critica a logicismului, fara a se propune o reald alternativa la celelalte
curente, dupi cum se aratd in WVC®. La acelasi Congres, Kurt Godel isi prezinti
unele rezultate preliminare ale teoremelor sale de incompletitudine. Ne putem face
0 imagine despre conturarea unei FWM fin contextul acestor dezbateri, sintetizand
punctele de vedere din textele inedite ale anilor *30 conform surselor disponibile®;
e vorba de problematica avuta in vedere de Wittgenstein in discutiile cu Waismann
si Schlick care ulterior se cristalizeazd mai ales in PR si PG: logica si aplicatiile
sale, metalogica, generalitate, reguld, semnificatie, spatiu vizual, vedere sinoptica,
adevar, cauzalitate, gramatica regulilor, inductie, inferentd, reprezentare, act
mental, idealism, realism si altele. Tipul de abordare concura la o anume conduita
n analiza tuturor acestor subiecte de filosofie a matematicii pe care I-as putea numi
fenomenalism, axat pe ideea ca nu exista nicdieri nici o esentd de cunoscut, si are
doua brate: unul maieutic (de critica) si altul reprezentationist (de instituire-inlocuire
a teoriilor®). Fiindca demonstratiile de tip inductiv si recursiv, teoriile lui Cantor,
Dedekind, Peano, Gddel, au un pronuntat caracter formal, Wittgenstein propune
varianta lui de tip reprezentationist-fenomenalist, in care matematic lasd lucrurile
asa cum sunt, insd, in fond, ele suferd o transmutatie indelebild: nimic nu mai
ramane la fel dupa ce filosoful vienez ne arata ca tot acest efort al fundamentarii
matematicii este in van, iluzoriu. Tn ,;masina” gandirii lui Wittgenstein s-au
dezmembrat deja teoriile de tip fundational, ,,Principia Mathematica”, si urmeaza
metalogica, metamatematica, demonstratiile tip Godel, realismul, ca si antirealismul
deopotriva. Acest mod de a filosofa contine idei si probleme tractariene, integrand
TLP ca parte a unei repozitiondri, dar si a continuitatii de preocupari privind
conceptia generala despre functie, numar, reguld, gramatica, calcul, joc de limbaj.
La Congresul de la Konigsberg, impotriva logicismului, Waisman® va fi
trebuit sa sustina ca logica foloseste concepte de tip gramatical, fara ca ea sa posede

31 Toate conferintele apar in Philosophy of Mathematics, ed. Benacerraf & Putnam, Cambridge
University Press, 1983, pp. 41-52, 52-61, resp. 61-66.

32 Waismann fusese purtitorul de cuvant al lui Wittgenstein la Conferinta internationald de la
Praga (1929), ca si cu ocazia reuniunilor curente al Cercului de la Viena.

3 WVC p. 102 si urm., p. 213 si urm.

34 A se vedea Dictées de Wittgenstein a Friedrich Waismann et pour Moritz Schlick, Textes
Inédits, années 1930, traducere din limba germand dupa texte transcrise plecind de la materiale
dictate de Wittgenstein lui Fr. Waismann si Schlick, Presses Universitaires de France, 1997 (DDWS);
Ludwig Wittgenstein and the Vienna Circle, cu notele lui F. Waismann, Oxford, Blackwell, 1979
(WVC); Grattan Guinness, The Search for Mathematical Routs, 1870-1940 Princeton University
Press, 2000, 9.2.1, 9.2.2; Mathieu Marion, Wittgenstein, Finitism, and the Foundations of Mathematics,
Oxford, Clarendon Press, 1998, cap. 2, p. 36.

%1n termenii lui S. Koérner, Introducere in Filosofia Matematicii, trad. Al. Giuculescu,
Ed. Stiintifica, Bucuresti 1965, cap. VIII, 5, ,,Matematica si Filosofia”.

3 Conform surselor enuntate.
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un limbaj propriu; calculul logic-operational tine de un tip de limbaj impropriu ce
nu poate fundamenta notiunea de numar. Acest fapt coroborat cu teoria multimilor
(bazata pe conceptul clasic de functie, conceputa ca o relatie intre liste finite) arata
ca nu se poate obtine o lege de maxima generalitate, deci niciun concept general de
numar. Asemenea legi nu pot fi desprinse fiindca avem de-a face cu lucruri diferite;
in logica nu putem avea si obiectul si descrierea obiectului; Incercarea de a da o
descriere cu aer de reguld generala in locul unei enumeriri a elementelor unei
multimi e un nonsens; nu existd o forma logica generald care sa surprinda orice
aplicatie concreta posibila®’.

In aceeasi perioadi, Waisman noteazi o serie de consideratii din partea lui
Wittgenstein asupra formalismului: acesta e creditat cu o presupunere justd, dar si
cu una gresitd. Presupunerea justd e ca orice sintaxa poate constitui un sistem de
reguli, nu numai in matematicd, ci in orice limbaj formal. Ideea proastd a formalismului
e ca semnele ar avea semnificatie de sine statatoare Intr-o sintaxa, pe cand semnificatia
lor e chiar jocul formal ca atare. Simbolurile nu se pot detasa din sintaxa fiindca
limbajul nu poate justifica sintaxa in afara jocului stabilit.

Wittgenstein ia ca exemplu jocul de sah. Totalitatea regulilor de joc determina
»locul logic” al pieselor asimilate unor variabile formale: x, y, t ... Aici, o mutare
nu tine de fizica, ci de gramatica jocului, stabilitd conventional (nemotivata,
»asa stau lucrurile!”) si fara sa poatd fi detasata de joc. Piesele nu au vreun sens in
afard. In aceeasi situatie se gisesc numerele, asa cum a sesizat Frege, considera
Wittgenstein, ca in genere simbolurile matematicii nu sunt semne: sensul lui ,,0+1”
e diferit de cel al lui ,,1”, cu toate ca ce se afla intre ghilimele are aceeasi semnificatie.
Impasul lui Frege a constat in a crede ca fard a avea sens, simbolurile matematice
trebuie sa aiba o semnificatie, altfel raman ,,simple semne de cerneala pe hartie”.
Or, Wittgenstein ne aratd o a treia cale: simbolurile au semnificatie exclusiv in
cadrul regulilor stabilite arbitrar de jocul matematic respectiv, nu de sine statatoare.

Cu aceasta, matematica nu devine o ,.filosofie a limbajului”, ci se delimiteaza
ca analogon: asa cum limbajul presupune o gramatica, numerele au nevoie de o
aritmetici i, cu asta, se separi filosofia limbajului de filosofia matematicii®.

Relatia dintre cele trei mari curente din filosofia matematicii (logicism,
formalism, intuiotinism), socotind si FWM printre ele, poate fi consideratd una mai
profunda, bazatad pe afinitati filosofice de substantd, cu radacini in filosofia antica
(platonism, aristotelism), a Evului Mediu (cearta universaliilor) si in perioada
moderna (cartezianism, kantianism). Intuitionismul e premergétor si il inspira pe
Wittgenstein Tn filosofia sa, atunci cand acesta il ia ca aliat Tmpotriva celorlalte
curente, formalist si logicist, cand abordeaza teme precum relatia dintre limbajul

37 De aici ar trebui s rezulte un sens al pozitionirii teoretice, dar si al progresului in matematici,
un parcurs marcat de anumite manifestari particulare formale, susceptibil de noi altitudini, imposibil
de prevazut.

3 Tipurile de numere pot fi diferentiate numai prin regulile aritmetice referitoare la ele”
(L. Wittgenstein, PR X, §108).
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matematic si cel natural, rolul constructiei si al intuitiei in matematicad si pot fi
depistate si alte teme comune. Totusi, FWM se dezvolta in paralel cu toate celelalte
curente, ca altd constructie spirituald (dar si cu elemente tehnice) de filosofia
matematicii. Dincolo de rddacinile comune, FWM propune alte ,,intuitii” sau ,,anti-
intuitii”, carora le contrapune o perceptie de tip reprezentationist (in legdturd cu
formalismul), socotind actul matematic ca pe un act de ,,credinta” fata de situatii
contingente. Pot fi invocate de asemenea diferite afinitati ale FWM cu fenomenologia
si chiar existentialismul. In genere, Wittgenstein nu considera necesar si se exprime
asupra lucrurilor cu care este de acord sau le preia din alte filosofii. In ce priveste

operatiei de adunare, FWM se opune indirect si teoriei demonstratiei a lui Brouwer

bazati pe ,,principiul silogismului”,

Ceea ce se contura in anii *30 ca o desprindere a FWM de logicism, formalism
+9940 9941

si intuitionism, va fi asimilat ulterior ,,anti-platonismului”®, ,,verificationismului
si ulterior ,,constructivismului” (conform acelorasi exegeti). In ce constd acest alt
fel de filosofie a matematicii pe care il practicd cu obstinatie Wittgenstein? E vorba
de o autenticd filosofie a matematicii sau numai de consideratiuni marginale?
Dupa Marion si Frascolla, e vorba de o autenticd scoald de filosofie a matematicii
wittgensteiniand, cuprinzand initial pe unii membri ai Cercului de la Viena si apoi
discipoli care urca pani in ziua de azi*’. Disputa dintre cele trei curente de filosofia
matematicii din acei ani e punctatd de unele momente-cheie dintre care amintesc
articolul lui Brouwer din 1912 , Intuitionism and formalism*, unde se lanseaza o
polemica cu formalismul lui Hilbert, in aceastd discutie antrenidndu-se in timp
alaturi de Brouwer si Hilbert, Weyl, Gentzen, Godel s.a.; Ramsey dezvolta polemica,
ntr-un articol din 1925, The Foundations of Mathematics*, introducand si tabira
logicistilor (Frege, Russell, Whitehead); Weyl in 1921 publicase un articol despre

39 Pentru relevanta ,,principiului silogismului”, a se vedea Alexandru Surdu, ,, Teoria brouweriand
a demonstratiei”, in Neointuitionismul, Editura Academiei Romane, 1977, pp. 85-92.

40 M. Marion n op. cit.

41 pasquale Frascollla, Wittgenstein’s Philosophy of Mathematics, Routledge, London, New York,
1994.

42 Se pot mentiona cei mai ,,ortodocsi” dintre ei, incepand cu Waismann (Introduction to
Mathematical Thinking, 1936, retiparit la Frederik Ungar Publishing co., New York, 1951), pe linia
FWM, Schlick (cu contributii in receptarea si dezbaterea TLP), Ramsey (matematician, logician si
filosof, primul traducator in limba engleza a TLP), Alice Ambrose (cu studii asupra FWL si FWM).

4 L.E.J. Brouwer, ,Intuitionism and formalism”, alocutiune inaugurald la Universitatea din
Amsterdam, expusd pe 14 octombrie 1912, tradusd de Arnold Desden, retiparitd cu permisiunea
autorului si editorului in Bulletin of the American Mathematical Society, 20 nov. 1913, pp. 81-96.

4 F.P. Ramsey, The foundations of mathematics, Proc. Lond. Math. Soc. 2, vol. 25, 1925,
pp. 338-384.
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criza fundamentelor, Of the contemporary crisis of the foundations of mathematics®,
in care criticd ierarhiile infinite cantoriene, una dintre cauzele principale ale crizei
din fundamentele matematicii; Wittgenstein recunoaste in expunerea lui Dirichlet
din 1837, asupra tipurilor de functii, radacina teoriei multimilor care va conduce la
paradoxurile care o vor submina“®.

R UN CONCEPT DE FUNCTIE
IN STIL INTENSIONALIST WITTGENSTEINIAN

Wittgenstein va filosofa pe marginea principiilor stabilite de Dirichlet asupra
formei generale a unei functii, y = f(x), reliefind opozitia dintre genul de functie
arbitrara (din care se vor dezvolta functiile analitice si holomorfe*’) si functia recursiva
de unde se vor dezvolta conceptele de ,.calculabilitate” si ,algoritmi”. Se poate
spune ca la Wittgenstein functia matematica autentica este o reguld sau o lege.

Optiunile lui Wittgenstein pentru ceea ce va deveni conceptul de reguld,
a urma o reguld sunt in contrapondere cu cele trei principii stabilite de Dirichlet*®:

1) Al ,,regulii variabile”, dupa care relatia dintre variabile dependenta y si cea
independenta X nu e nevoie sa fie aceeasi pentru tot intervalul de definitie a functiei,
iar prelungirea functiei pe intreg intervalul de definitie se poate realiza arbitrar
(,,principiul regulii arbitrare™);

2) Un principiu interesant este cel al ,,altel matematici”’, dupa care nu e nevoie
ca functia sa fie definitd prin operatii matematice; acest principiu lasa loc definitiei
functiei prin acolada, pe mai multe intervale ale variabilei, functia putand lua valori
constante (asa cum e functia scari a lui Dirichlet etc.);

3) Dirichlet mai introduce ,,principiul de deasupra legii” dupa care nu are
importanta dacd y = f(x) este datd printr-o singurd lege, mai multe legi sau daca
functia apare fara nicio lege, la modul arbitrar.

Cu aceste principii se urmarea impunerea unui concept de functie generala in
stare sd cuprinda ca posibilitate toate situatiile care ar putea sa apara. Wittgenstein
considera ca de aici provin consecintele nefaste din domeniul fundamentelor
matematicii generatoare de confuzii asupra extensiunilor infinite, a prelungirilor
unei functii ce presupun liste de definitii, asadar un metalimbaj care aduce prejudicii
asupra bazelor matematicii. De aceea adera la conceptia marcata de Euler si Kronecker,
dupa care functiile nu sunt decat cele care urmaresc o regula.

45 H. Weyl, ,,Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik”, in Mathematische Zeitschrift,
nr. 10, pp. 39-79, retiparit si tradus in limba engleza, On the New Foundational Crisis in Mathematics
n Mancosu (ed), From Brouwer to Hilbert: The Debate on the Foundations of Mathematics in the 1920s,
Oxford: Clarendon Press, 1998, pp. 86-122.

46 F, Waisman, Tn Wittgenstein and the Vienna Circle, ed. cit., p. 102.

47 Tipice analizei matematice, cu conceptele de continuitate, derivabilitate, diferentiabilitate,
dezvoltare in serii.

48 Despre acest subiect $i conceptia pur extensionalistd a functiei la Dirichlet, in M. Marion,
op. cit., p. 7 si urm.
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Cand critici teoria identititii a lui Ramsey*®, Wittgenstein face trimitere si la
arbitariul definitiei unei functii a carei extensiune nu poate avea orice lege, fiindca
altfel s-ar putea da mai multe legi pentru o aceeasi functie, ceea ce face ca definitia
functiei respective ,,sd nu spuna nimic”*’. Asa cum observa Marion®, la polul opus
sta conceptia despre functia matematica la Kronecker, de unde se desprind trei
principii dupa care se conduce si Wittgenstein:

— La baza constructiilor numerice stau numerele naturale;

— Niciun infinit complet nu este admis;

— In al treilea rand, demonstratiile de existentd a unui numar oarecare trebuie
sd ofere o metoda de aproximatie a sa Intr-un numar finit de pasi, iar definitiile
acceptabile sunt numai cele certificate algoritmic.

Ce aduce Wittgenstein in schimb? Perspectiva anilor ’30 nu permite sa se
detaseze o viziune asupra unui concept tipic wittgensteinian de functie. Dar avand
in vedere dezvoltarea ulterioara a FWM si felul in care a fost interpretat de exegeza
A-calculul lui Church®, legat si de simbolistica numarului natural in TLP, s-ar
putea spune ca acest tip de functie e propriu conceptiei lui Wittgenstein. E vorba de
o reactie constructivistd la tipul de functie pur extensionald, care va conduce la
dezvoltarea unei logici combinatorice, ca ramuri a logicii simbolice®.

Aspectul intensionalist al acestui gen de calcul, in sensul in care Wittgenstein
considerd superflua teoria claselor si fundamentele aritmeticii, se poate observa
dintr-un exemplu ce presupune un concept matematic. Sd luam in considerare
conceptul de figurd pland. Daca:

X - figura plana si se aplica operatorul A, adica ,,AX.X este figura plana”, inseamna
ca prin aceea ca lui X i se aplica faptul ca este figura plana, lui x Ti revine planeitatea.

Se obtine astfel o mulfime sau mai exact o clasa, cum se exprima Wittgenstein,
n acest caz, clasa acelor x care se bucura de proprietatea de planeitate, observand
cum extensiunea clasei se bazeazi pe intensiune. Dupa cum constatd Marion®,
functia nu mai consta intr-o multime de perechi (X, f(x)), ci ,,functia este conceputa
ca o operatiune care aplicatd unui obiect produce un alt obiect.”

49 L. Wittgenstein, Philosophical Grammar, part.1l, 111, §16, ed. cit., pp. 315-318.

%0 Ibidem, p. 317.

51 M. Marion, op. cit., pp. 8-9.

52 A. Church, ,,A Set of Postulates for the Foundation of Logic”, in Annals of Mathematics
nr. 33, 1932, pp. 346-366 si nr. 34, pp. 839-864.

53 Domeniul logicii combinatoriale in care nu se folosesc variabile si nici regula substitutiei
cautd sa evite paradoxurile din teoria clasicd a multimilor, prin folosirea unor operatii prelogice
numite A-Operatori; numai prin juxtapunerea simbolicd de semnificatii; in juxtapunerea MN, N da
semnificatia N variabilei M; regula de transformare se scrie (AX/M)N; AX/M este un operator a carui
valoare pentru argumentul N se afld prin substituirea lui N prin X Th M: de exemplu, pentru M de
forma x2+1 si N o constanta 2, atunci (AX/M)N este (AX/x z +1)2 = 5. Logica combinatorie se dezvolta
cu lucrarile lui Church (The Calculi of Lambda Conversion, 1941) si Curry (Combinatory Logic, vol. |,
1958, vol 11, 1972).

54 M. Marion, op. cit., p. 12.
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Astfel, exista o compatibilitate de tip calitativ-intensional intre operator si
obiectul la care se aplica, operatorul fiind autoaplicabil sau se poate aplica de mai
multe ori elementelor de ,,intrare”. De asemenea, domeniul sau de aplicabilitate nu
este delimitat sau definit Th vreun fel — spre deosebire de modul extensional de a
defini o functie.

Numai sub acest aspect, formalismul numarului natural din TLP este de tip
operational si intensionalist; tinand cont de regula de transformare dupa care
(AXIM)N se transforma intr-0 expresie Tn care N se substituie tuturor locurilor Tn
care apare x in M; cf. TLP 6.02, putem scrie:

(Qx/x)ﬂﬂI = 0% (Z1), fiindcd avem un singur X de inlocuit si Qx dispare in
procesul indicarii valorii lui x; (Wittgenstein scria x = Q%x);

Qx/Q%) Q" = Q"Q°% ¥ 2;

(Qx/Q° (%)) 0% = 000 ¥ 3 etc.

Dacé comparam cu felul in care codificd Church numerele naturale:
0=Axx

1 =Mx.fx

2 = Mx.f(fx)

3 =AMx.f(f(fx)) etc.,

nu putem decdt sd observam similitudinea; doar ca Wittgenstein pare sia inceapa
numaratoarea de la 1; dar nu e consecvent in felul in care isi afiseaza formalismul,
uneori incepe cu 0, alteori cu 1, lucru de nu prea mare importantd pentru niste numerale
(nume de numere).

A extrage un concept de functie matematicd wittgensteiniana este dificil de
realizat, atata timp cat Wittgenstein va dezavua modul acesta recursiv (ce presupune
o ,forma generala” a numarului natural demonstratd prin inductie) si va critica
demonstratiile prin inductie si functiile recursive tip Skolem carora le contesta orice
autoritate in ce priveste fundamentarea aritmeticii, a asociativitatii adunarii etc.

CONCEPTIA GENERALA A LUI'WITTGENSTEIN
DESPRE NUMAR

Scara pe care am urcat-o pana acum si am aruncat-0 deja ne-a condus ntr-un
»loc” de unde se desfasoara o altd viziune asupra numarului natural. Daca in TLP
Wittgenstein desfiinta logicismul de tip Frege-Russell cu un logicism propriu,
un limbaj specific domeniului matematic. Tot acum filosoful va aborda si celelalte
tipuri de numere: rationale, irationale, complexe.
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NUMAR SI CONCEPT. FILOSOFIA MATEMATICII
SI FILOSOFIA LIMBAJULUI

Modelul de factura logica al numarului natural ca exponent al unei operatiuni
(logice) a presupus unele ingrediente specifice, cum au fost cele de obiect, stare
de lucruri, propozitie elementard (atomard), adevar, fals, operatiune (de adevar),
functie (de adevar), argument, sir de forme, variabile propozitionale, identitate,
propozitii generalizate, forma generald a functiei de adevar, forma generald a
operatiunii, numar intreg, metodd matematica, teoria tipurilor etc, si am constatat
esecul tractarian al abordarii de tip logicist™.

Acum se vor lamuri motivele pentru care Wittgenstein a renuntat la tot acest
esafodaj si a abordat in cu totul alt mod conceptul de numar (natural, real etc).
Voi urmadri un alt tip de filosofie a numarului, care renunta la logicism (dar nu si la
formalism) si nu se mai bazeaza pe un Spatiu Logic (SL), ci pe unul gramatical, (SG),
fara a confunda propozitia matematica cu una din limbajul obisnuit. Cu acest prilej
voi evidentia diferentele, dar si asemanarile dintre FWM si filosofia wittgensteiniana
a limbajului (FWL).

Pe legatura si opozitia dintre numdr si concept se bazeaza afinitatile, dar si
diferentele dintre filosofia matematicii si cea a limbajului la Wittgenstein. Nici una
nu se reduce la cealalta, ele se detaseaza ca domenii distincte Tn cadrul filosofiei
wittgensteiniene generale (FWG). Matematicul e un domeniu aparte, cu entititi,
structuri, legi proprii, netributare logicii sau limbajului obignuit.

In spiritul discutiei despre generalitate, ce debuteaza in TLP si continua in PR
si PG, numarul, conceptul, obiectul, forma generald a propozitiei matematice sau
a limbajului raméan teme recurente si concepte centrale ale FWM.

Numarul nu mai este definit pe baza formei generale a operatiunii (TLP),
o definitie ,,nebuloasd” pe care Wittgenstein nu o mai considerad necesara, dar nici
nu o reneaga:

,-..0 introducere nebuloasd a conceptului de numar cu ajutorul formei generale a
operatiunii — cum am ficut-0 intotdeauna — poate si nu fie necesard”.

Asupra acestui subiect delicat, Wittgenstein nu e transant: prin criticile asupra
logicismului in genere, cat si prin autocriticile razlete asupra demersului de definire
a numarului (din TLP), reiese doar ca logicismul nu mai e necesar. Wittgenstein 1si
continud filosofia matematicii in acelasi stil, cautdnd sa explice, sd corecteze
lucrurile de acolo de unde le-a lasat. Matematicul, domeniu aparte al meditatiei
filosofice, existd Tn masura in care se aplicd, functioneaza. Calculul matematic are
sens doar in aplicatiile sale, aritmetica e autonoma, nefiind nevoie de fundamentarea
ei (logicistd, intuitionistd, formalistd). De aceea, pentru fundamentarea matematicii
nu este necesar sa vorbim de forma generald a ,operatiunii logice”, sinonima
practic cu ,,forma generald a propozitiei” (cf. TLP 6, 6.01).

%5 A se vedea lulian Grigoriu, ,,Filosofia matematicii si esecul logicist in Tractatus Logico-
Philosophicus”, vol. Probleme de logica, XXI, Editura Academiei Romane, 2018, pp. 67-95.
%6 |_. Wittgenstein, Philosophical Remarks (PR), ed. cit., X, §109.
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Procedeul prin care operatorul Sheffer aplicat unui sistem de propozitii
produce o alta, atunci cand prin el dorim s@ introducem conceptul de numar, nu
este respins in totalitate, doar ca actiunea legii respective nu mai este generala si nu
e Tn masura sa surprinda proliferarea la nesfarsit a numerelor.

Wittgenstein 1si recunoaste esecul din TLP (mai degrabd il evoca si il
nuanteaza®’), iar despre operatorul Sheffer continua si discute® si chiar si-I
foloseasca intr-un mod disimulat®.

Ba chiar, luand in considerare contextul in care discutd despre imposibilitatea
de a se concepe succesiv toate numerele, se intelege ca Wittgenstein n-ar fi exclus
ca acelasi procedeu din TLP de generare a numerelor intregi s-ar putea aplica si
pentru a produce orice tip de numere (reale). Dar rdmén rezerve asupra acestui
aspect, cu urmatoarele grade de prioritate:

I) Filosoful nu exclude explicit ca propriul logicism s-ar putea extinde si
asupra altor tipuri de numere;

1) Tendinta de a exprima unitar conceptul de numar raméne si in filosofia
tarzie (prin mijlocirea conceptului si nu a formei generale).

Mobilul acestui demers riméane totalitatea (pe care Wittgenstein o nota in
TLP printr-o variabila cu o bara deasupra, (¥), si care ,,singurd, este data prin
concept”®. Tar ceea ce a aritat in TLP vizavi de logicism va face si in continuare:
fiindcd nu putem avea prin propozitie o aprehensiune succesiva a tuturor numerelor
si nici prin concept si nici in alt mod, domeniul matematicului raméane o preocupare
umand tot timpul in constructie, cu un limbaj specific. Desigur, situatia raméane
paradoxala, in felul in care o prezintd Wittgenstein: pe de o parte, pot sd parcurg o
serie de numere, pe de alta, totalitatea nu poate fi aprehendata, ea raimane ca dat, un
concept. Discutia se va ramifica in continuare, odata cu meditatiile lui Wittgenstein
asupra numerelor reale. Deocamdata se observa importanta conceptului in introducerea
numerelor cardinale si evolutia punctului de vedere din TLP in aceeasi matca.

Conceptul de care se foloseste in continuare Wittgenstein, si anume (1, & &+1),
seamana foarte mult cu ,,forma generald” a numarului intreg din TLP 6.03, (0, &, &+1);
in fond e acelasi lucru!

6.022 (TLP) afirma: ,,Conceptul de numar nu este altceva decat ceea ce e comun
tuturor numerelor, forma generala a numarului... ”’; exact ca si PR XII, §125!:

»Faptul ca, In cazul conceptului logic (1, &, E+1), existenta obiectelor sale este data
impreuna cu conceptul, arata ca le determina.”

57 Ibidem, 8124, 8125, §126.

58 1bidem, XIII, §155, §162.

59 Nu trebuie decat si constatim aseminarea dintre modul de actiune al simbolului Scheffer,
prin care se neaga conjunctia a doud propozitii date pentru a se obtine o a treia, considerand sirul
deductiv p, q, p/q = (~p* ~q) si formalismul mai nou cu aspect de logica predicatelor (partea din stinga
implicatiei) prin care se asigura corectitudinea adunarii, adicd a obtinerii din doud numere date, un al
treilea, adicd aceeasi inaintare intr-un sir de forme: (317, Fx. (317, Gxx. ~(Fx.Gx).= (I 2].Fx.V.Gx.
(Cf. PR X, §100).

60 L. Wittgenstein, PR XII, §124.

61 Ihidem, XII, §125.
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,Conceptul de numar”, alias ,,forma generald a numarului”, determina fiecare numar.

Diferenta care apare e ca nu mai este invocata in niciun fel operatiunea logica
si ca numarul ar fi exponentul sau. In plus, nu mai este explicat niciun termen al
parantezei. Si atunci existd doud variante: fie Wittgenstein vine 1n continuitatea
teoriei sale operationale pe care o considerd bine cunoscutd din TLP, fie propune
deodata o alta interpretare! Ultima alternativa se exclude. Continuitatea e izbitoare!
Ceea ce convinge ca e vorba de continuitate, este un alt paragraf din PR XII, §125:
,,Ceea ce este fundamental este pur si simplu repetitia unei operatiuni. Fiecare etapa
a acestei repetitii are individualitatea sa proprie. Dar nu prin operatiune progresez de la
o individualitate la alta...”, ci cdnd se asociazad ,,individualitatea ireductibila”
a fiecarui numar cu cea a operatiunii de adunare ,,+1”.

Asadar, nu e vorba de o operatiune logica in procesul sdu de repetare, ci direct
de o operatie matematicd. Cheia acestei situatii consider ci rezida in individualitatea
invocatd. Misterul dezavuarii operatiunii logice este aici. E limpede ca aplicat
intr-un anume fel unei structuri propozitionale date, operatorul Sheffer produce o
noud propozitie. Numai ca actiunea sa nu e liniard si nu decurge la modul general
sau cumva algoritmic! O operatiune generald de tip Sheffer ar trebui sa actioneze
algoritmic, mecanic, dar am vazut ca nu o face. Actiunea lui, aplicarea sa, e i definitia
sa, prin existenta fiecarui rezultat al sau. Wittgenstein probabil e constient de acest
lucru (cand afirma imediat ca ,,0 operatiune infinit de complicata nu este o lege™!)
si, din cate se vede, renuntd nu numai la opertiunea respectiva, ci la intregul context
logicist; in schimb, ramane la conceptul de ,,operatiune” si la simbolurile de generalitate
exprimate de ,,£”, la termenul unitate ,,1” si la operatiunea de adunare, ,,+”.

Schimbarea sau, mai exact, progresul fata de TLP e pus in lumina atunci cand
filosoful se referd la faptul ca nu prin aplicarea unei operatiuni se trece de la o
individualitate la alta; aici consider ca neagad procedeul din TLP pe care 1l numise
mai devreme ,,obscur”. Si atunci despre ce operatiune e vorba? Nu e una generala,
care printr-un hocus-pocus face sa apara orice numar si asa mai departe, ci de o
simbolistica de tipul (1, &, E+1):

,Operatiunea +1, repetata de trei ori, produce si este numarul

lar cu aceasta, se produce virajul de la logicism la un formalism ingenuu sau,
mai aproape de Wittgenstein, la o gramatica formala a numelor de numere.

Generalitatea din ,,forma generala a numdrului” invocatd in TLP si despre
care va fi des vorba n intreaga FWM este Thlocuita cu o lege ,,infinit de complicata”,
deci o nonlege care se banuieste ca ,,se complicd” pe parcurs, pe masurd ce ne
apropiem sau abordam un numadr, cu proprietatile sale:

,»31 daca vreau sd dovedesc o proprietate care sa fie a unui numar, intr-un
mod sau altul, trebuie intotdeauna si o introduc. In acest sens s-ar putea spune ci
proprietatile unui anumit numar nu pot fi prevazute. Le puteti vedea numai cand ati
ajuns acolo.”®

3”62

62 1hidem.
63 1bidem.
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Dar nicio descriere a unei astfel de legi care priveste un segment finit din
multimea numerelor nu ne apropie de o lege completd, cum s-ar zice, total generalizata;
si atunci paradoxul se impune:

,unde este atunci diferenta dintre o lege infinit de complicata si absenta totala a
legii?”; acel ,,s1 aga mai departe” din TLP devine acum ,,totul este asa cum este”®,

De aceea, cuantificarea ca indicator al generalitatii, ca §i orice enunt general
privind vreo ,,esentd a numerelor naturale”, nu are sens; nu se poate scrie (¥n).pn,
fiindca conceptul de ,,toate numerele naturale” nu este unul delimitat, mérginit65.

Aritmetica tine de propria ei aplicare, nu e nevoie sa fundamentdm posibilitatea
ei de functionare, ea nu vorbeste despre numere, Ci lucreaza cu ele. Se admite ca
numerele sunt ele insele o proprietate logica a spatiului si timpului®, iar calculul nu
exista decat in spatiu si In timp, ceea ce trimite la un tip de ontologie care nu se mai
fundeaza pe entitati, obiecte etc., ci mai degraba pe legaturi si forme. Aceste forme
nu sunt neaparat logice, dar pot Imbréca si asemenea aspect. Numarul cardinal se
aplica formei lingvistice subiect-predicat, iIn masura in care caracterizeaza forma
respectiva, de data aceasta, intr-un Spatiu Gramatical (SG), si nu intr-unul logic (SL).

Aritmetica e autonoma si aplicarea ei duce catre ea insdgi si nu catre
metamatematicd, pentru ca este permis sa o aplici peste tot unde este cazul. Ceea ce
il face pe filosof, in stil reprezentationist, si compare aritmetica cu o ,,geometrie
mai generala”®’. Ideea rezida in faptul ca cifrele se comporta firesc, fara si fie
nevoie sd le definim, ceea ce pare a fi legat in mod ciudat de absenta contradictiei
interne in geometrie. O figura geometrica, chiar idealizatd, exprimd mereu ceva,
are mereu un sens, asa cum s-ar spune si despre propozifia aritmetica (adica,
independent de numerele care apar acolo); e de ajuns sa avem regulile de functionare
a cifrelor si atunci e subsumata si definitia lor, nu mai e nevoie de o definitie explicita,
ci de asumarea unui mecanism de functionare: ,,Se poate spune ca regulile cifrelor
presupun mereu definitia lor”, in sensul in care niste entitati presupun existenta
alteia ca posibilitate In spatiul gramatical al semnelor (SG)%.

In SG, numarul apare ca o aplicatie ce actioneaza asupra formei gramaticale,
de tip subiect—predicat. Asa cum exista o forma generald a operatiunii logice si o
lege de trecere de la o forma logica la alta in TLP, acum se pune problema care
ar fi forma cea mai generald de aplicare a aritmeticii si cum s-ar putea ea

64 1bidem.

65 Cf. Ibidem XII, §126.
66 Ihidem X, §1009.

57 1bidem.

68 Ihidem X, §110.
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reprezentationa®. Tn cadrul acestui nou tip de generalitate a unui SG, nicio forma
nu se impune cu necesitate. Intr-un mod tipic reprezentationist, Wittgenstein afirma:

,»3€ pare ca ceea ce reprezentationeaza forma generald a aplicarii aritmeticii,
este ca nimic nu poate si fie aici enuntat. (Si dacid este aici o reprezentationare
posibila, aceasta este de asemenea reprezentationarea corect.)”’

Adica nu se poate enunta nimic cu privire la forma generald a aplicarii
aritmeticii. Ceea ce este posibil este si corect, dar nu mai este si necesar (precum
in SL din TLP, unde intreg posibilul era predeterminat logic si, deci, necesar).
In aceasti eliberare a posibilului consti trecerea de la SL la SG in noua viziune a
lui Wittgenstein asupra numarului. lar din faptul cad nu se mai pune problema
necesitatii, se poate zice cd o forma generala a aplicarii aritmeticii este imposibila.
E una din multele observatii de finete ca intr-un anumit sens, forma cea mai
generala de aplicare a aritmeticii (n.n) pare a nu fi necesara.

,,31 daca in mod real nu e necesara, atunci este imposibil:i.”71 Iata o explicatie
a faptului cé fundamentele nu pot fi... fundamentale.

Se intelege ca aceastd lipsa a formei generale a propozitiei nu Tmpieteaza
asupra situatiilor concrete. Caracteristic noului spatiu gramatical al numarului este
cd atunci cand se indica un numar, in locul sdu poate sd apard oricare altul si
propozitia sa aiba totusi un sens (eventual un alt sens decat cel de pana atunci);
acesta constrangere la sens este singura limitare pe care o pune Wittgenstein noului
SG in care se manifestd numarul 2.

Acum sensul se elibereaza cu totul de valoarea de adevar a propozitiei:

»As spune cd numerele nu pot fi definite decat plecand de la formele
propozitionale, independent de adevarul si falsitatea acelor propozitii.”"

Explicatia acestei situatii este datd de Wittgenstein, consider, intr-un
reprezentationism de tip formalist. Sa presupunem ca avem obiectele a, b, c, d,
dintre care doar trei au proprietatea ¢'*; cazul respectiv poate fi reprezentationat
printr-o disjunctie:

9(2).0(b).0(c) V ¢(a).0(b).9(d) V ¢(a).¢(c).9(d) V 9(b).9(c).0(d) (= 1);

69 Este vorba intotdeauna de a sti daca si cum este posibil si reprezentationez forma cea mai
generald a aplicarii aritmeticii” (PR X, §110). Wittgenstein foloseste formele verbale darzustellen,
dargestellt, darstellen (ilustrat, prezentat, aratat, afisat, indicat), alaturi de Darstellung-reprezentare;
ceea ce in traducerea din engleza apare pur si simplu to represent, representation (PR 1998, trad.
Raymond Hargreaves si Roger White, Basil Blackwell, Oxford), iar in franceza (PR 1975, Gallimard)
sunt puse in evidenta de traducator (Jacques Fauve) prin re-presenter, re-presentation; asa incét, in toate
aceste situatii, consider ca se poate utiliza a reprezentationa, reprezentationare. Reprezentationismul
wittgensteinian are si alte sinonime nu neaparat omofone cu reprezentarea: normd, formd sau diverse
situatii concrete, cum ar fi comparatii, metafore, expresii din cadrul jocurilor de limbaj etc.).

0 L. Wittgenstein, PR X, §110.

L 1bidem.

72 Ceea ce este caracteristic cAnd indicdm un numdr, este ¢ in locul acestuia am putea si
punem oricare alt numar, si ca propozitia trebuie sa pastreze intotdeauna un sens; deci seria infinita de
forme propozitionale” (PR X, §110).

3 L. Wittgenstein, PR X, §102.

74 Cf. ibidem X, §102.
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Conceptul ¢ nu e nevoie sa fie dat; apoi iardsi nu trebuie si stiu care dintre
o(a), p(b), ¢(c) sau o(d) este adevarata: modul in care imi parvine situatia e de ajuns
ca sa ma conduca la numarul ,,4”, adica un cardinal al tuturor combinatiilor posibile.

,,Aici este, Tn mod manifest, un caz in care a da un numar nu inseamna sa te
referi la un concept (desi cu ajutorul semnului egal putem sa il facem astfel sa
apard).”"

Exemplului de mai sus ar putea sa i se reproseze faptul cd se procedeaza
cumva prin inductie si cd numarul ,,4” provine din numarul ,,3”, mai precis din
numarul celor care poseda proprietatea @; Mai general, exemplul ar fi sunat astfel:
din obiectele a, b, c, d, doar unele au proprietatea @; Atunci:

o(@)Vo)Ve(e)Ve(d) V o(a).eb) V o(a).0(c)Ve(a).o(d)Vo(b)e(c) V
o(b).o(d)Ve(c).o(d) V o(a).0(b).9(c) V ¢(a).(b).o(d) V ¢(a).p(c).o(d) V
¢(b).9(c).0(d) V o(a).o(b).¢(c). o(d) (= 1)

Dar ceea ce vrea sa arate Wittgenstein prin situatia imaginatd e ca nu avem
intotdeauna nevoie de un concept care sa mijloceascd, sd exprime o situatie reald;
posibilitatea unui numar se raporteaza deci la sensul si nu la adevarul sau falsitatea
unei propozitii:

»2+2=4 ar putea si zica: Peste tot unde am 4 obiecte exista posibilitatea sa le
percepi 2 cate 2.”"®

Wittgenstein va spune ca ,,numerele sunt imagini ale extensiunilor conceptelor”77,
ceea ce consider ca este o incadrare gramaticala. Spatiul Gramatical (al semnelor,
metaforic, reprezentationist), spre deosebire de cel logic, poate sd giazduiasca orice
obiecte, care ,,ipotetic pot fi puse sub aceeasi palarie”’®, asadar a conceptului; iar in
PG’ numirul cardinal este o proprietate interna a unei liste (incadrare matematica
intesionalist-reprezentationistd). Se observa ca Wittgenstein nu exclude forma generala
a numarului (din TLP); dar ea nu se mai bazeaza pe generalitatea iluzorie a actiunii
unei operatiuni logice, ci e conturatd in spirit matematist, axiomatic (asemanator
axiomaticii de tip Peano); in plus, ea nu mai este necesara, a priori si nici unitara:
e de o posibilitate circumstantiala.

Aceste doud incadrari ale numarului (dupa extensiune si intensiune) reflecta
de asemenea conceptia sa realist-intensionalistd (deci nu propriu-zis realistd).
Extensiunea conceptului intervine in incadrarea numadrului doar la modul
reprezentationist, fiindcd numarul ca atare se poate lipsi la o adica de concept.
Pe de o parte, cum voi arita, nu e nevoie sa stiu despre extensiunea carui concept e

5 1bidem.

8 1bidem.

7 Ibidem, X, §100.

8 |hidem, X, §99.

9 L. Wittgenstein, PG, part. IV, On Cardinal Numbers, cap. 19, p. 332.
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vorba in aparitia obiectelor unde apare numarul; pe de alta, se va vedea cd in
propozitiile tipic matematice, Insasi aparitia numarului este conceptul siu; deocamdata,
pentru a vedea dacd numirul e in vreun fel legat de concept, Wittgenstein constati®®
ca nu are sens, de pilda sa se vorbeasca despre ,,a, b, ¢’ ca fiind trei obiecte pur si
simplu; e nevoie de un concept care sa le adune sub aceeasi ,,palarie”’; dupa aceasta,
se poate renunta la concept.

».numarul nu depinde decat de extensiunea conceptului si, o datd determinata
aceasta, conceptul poate, sd spunem asa, sa se retragd. Conceptul nu este decat o
metoda pentru a determina o extensiune, aceasta fiind autonoma si in esenta ei
independenta de concept; si de fapt nu conteazd deloc sa stii prin intermediul carui
concept am determinat extensiunea...”®*

Conceptul e un mijloc de a accede la numar, acesta este argumentul in favoarea
teoriei extensionale a numarului, prin separarea intre concept si numar. Dar daca
am separa extensiunea de concept, atunci s-ar pierde chiar relatia internd din care
apare numarul.

Observatia aceasta lasd sd se iIntrevada faptul cd definitoriu pentru numar
(ca extensiune a unui concept) este chiar relatia internd dintre clasa (multime,
extensiune) si concept. Practic din concept apare clasa, nu pot spune ca ulterior
renunt la ceea ce a generat faptul definitoriu al numarului®,

Daca conceptul nu este cu adevarat decat un mijloc auxiliar pentru a ajunge la
extensiune, nu are ce sa caute atunci in aritmetica; am putea chiar sa separdm clasa
si conceptul care 1i este intdmplator atasat; dar in cazul invers, o extensiune
independenta de concept nu este decat o himera §i mai bine ar fi atunci sa nu se mai
vorbeasci despre asta deloc, ci si se vorbeasca numai despre concept.®®

Se poate constata agadar ca si in cazul definitiei extensionaliste, accentul cade
tot pe intensiune. Cele doud incadrari delimiteaza un fel de ,,exterior” si de ,,interior”
al numaérului; extensiunea e un aspect lingvistic, intensiunea tine de aspectul specific
matematic (ce are la bazd un dat intuitiv). Dar pe Wittgenstein nu 1l va mai interesa
atat metafizica, cat modul numerelor de a se ardta, calculele in care numerele apar,
faptul ca diferentele dintre tipurile de numere sunt decisive... Dupa cum voi arata in
continuare, nu e nevoie intotdeauna ca numarul sa fie definit pe baza extensiunii
explicite a unui concept.

80 |, Wittgenstein, PR X, §109.

81 1bidem, X, §99.

82 Punctului de vedere Frege—Russell dupa care numérul depinde numai de extensiunea conceptului
si dupa ce s-a determinat numarul, conceptul poate fi eliminat, i se poate obiecta cd atunci nici nu ar
mai fi nevoie de concepte in aritmetica §i s-ar impune ,,divortul” fatd de intreaga clasa asociatd cu
acesta, extensiunea lui; si astfel, fundamentarea numarului e blocatad (in legatura si cu PR XI, §119).
Wittgenstein nu e deranjat sa existe un concept pentru un numar, dar nu exista asa ceva, el depinde tot
timpul de o extensiune (fiind ori un mijloc, ori o relatie intre elementele sale); iar ntrebarea din
finalul PR X, §101 daca ar avea vreun sens o relatie intre doud obiecte, chiar daca nu sunt subsumate
unui concept, € una retorica.

8 Situatie problematizata in PR X, §99.
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NUMAR-PERMUTARE; PROPRIETATI ALE DOMENIULUI MATEMATIC.
O DEFINITIE A PROPOZITIEI MATEMATICE

Existd situatii in care numarul apare intr-un context in care extensiunea
conceptului este numarul insusi, si anume, atunci cand numarul este chiar ,,forma”
in care il turnam (reprezentationam). Sa numim acest tip de propozitii, (c.).

Wittgenstein da exemplul cel mai direct: Permutérile fara repetitie pentru A,
B sunt AB si BA: ,,Ele nu sunt extensiunea unui concept, ci sunt insusi conceptul”84.

Ideea pe care o sustine aici Wittgenstein este una de structura internd, de
schema concreta a numarului; teoria combinatorie e un pretext. in AB, BA se vede
,,0 relatie interna” care ,,nu se lasa descrisa”, ci se arata prin ea insasi. Dar care e
corelatia dintre aceste permutari si numarul 2? Existd vreuna? Ea e asemanatoare
cu cea dintre ,,algebra si inductia aritmeticii”... sau poate cu cea dintre ,,geometrie
si aritmetica”®?

Propozitiile de tip (o) sunt realitdti matematice care confin numarul: Exista
doud permutdri intre A si B.

Mai exista propozitii de alt tip (), in care numarul e ceva exterior propozitiei.
De pilda: ,,sunt doui personaje in aceasta piesa”®.

a si B sunt propozitii cu grade diferite de generalitate: Astfel, despre cele
doua personaje se pot afirma diverse lucruri, dar cel mai general ca sunt doua.
Dar in cazul permutarilor dintre A, B, nu este asa. Nu pot sd descriu AB, BA
intr-un mod mai general si propozitia ,,«2 permutdri sunt posibile» s spund mai
putin (adica ceva mai general, n.n., cf. urm.) decét ca «permutarile AB, BA sunt
posibile»”®.

A afirma ca pentru A, B, C sunt 6 permutéri nu spune nici mai mult nici mai
putin decat aratd schema:

ABC

ACB

BAC

BCA

CAB

CBA

Aici se reprezentationeaza relatia interna dintre permutari si acel lucru care
face completi aceastd schemi nu se lasi altfel descris, constatd Wittgenstein®®,

Numarul in acest caz e raportat la ceva care il contine, pe cand intre personaje
si numarul lor nu e nicio legaturd de continut; avem de a face cu diferenta dintre
aspectul intensionalist al propozitiei si cel extensionalist. Propozitia care 1si contine
din start semnificatia poate fi numita de tip (o).

84 . Wittgenstein, PR XI, §116.
85 1bidem.
86 1hidem.
87 1bidem.
88 1bidem.
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Si cand anume e vorba de astfel de propozitii? Raspunsul abrupt ar fi: in cazul
in care e vorba de propozitii fata de care un eventual dezacord intre interlocutori nu
poate fi acceptat de cel care are dreptate, fiindca propozitia are un sens dinainte
stabilit si practic unanim acceptat. lar aceste propozitii sunt cele mai indreptatite sa
fie numite ,,de tip matematic” (o).

Genul acesta de raspuns obliga la o explicitare de tip reprezentationist.

Conform PR X, §114, exista situatii in care cineva ar putea sa fie intrebat
daca intre anumite doud numere exista un numar prim sau cite numere prime se
afla intr-un anumit interval.

Wittgenstein spune ca raspunsul tine de domeniul a ,,ceea ce se aratd” (de care
apartine si matematicul, dar si unele propozitii empirice: ,,existd 7 culori in spectrul
vizibil” etc.). E ca si cum raspunsul ar fi scris dinainte de a fi pusa intrebarea.

Se pun urmatoarele probleme:

1) Cum poate fi caracterizat tipul (o) de propozitii;

2) Ce alte tipuri de situatii () pot sa apara;

3) Cum pot fi aplicate in practica propozitiile de tip (a);

4) Cum pot fi descrise propozitiile matematicii?

1) Acest tip de propozitii este caracterizat ca fiind acela care nu produce in
mod normal dezacorduri; pot fi propozitii matematice (sintetice a priori dupa Kant),
ale stiintelor naturii, senzoriale, empirice;

2) Deocamdata sa dam exemple de alte tipuri de propozitii: ,,cate persoane au
fost in aceastd camerd” sau ,,am auzit 12 batai ale pendulei”, sau ,,in interiorul
patratului sunt 10 puncte” etc.

,Dacd am vrea sda stim ce semnificd o propozitie, am putea si punem
intotdeauna intrebarea: «Cum am putea sa o stim?» Oare eu stiu ca intre 3 elemente
existd 6 permutari posibile in acelasi mod in care stiu ca existd 6 persoane intr-0
piesd? Nu. De aceea aceasti propozitie este de un alt tip decat cealalta.”®;

3) Wittgenstein aratd cd propozitiile de tip (o), cum e si propozitia de
combinatoricd, se aplicd precum niste ,,legi de inferenta, asigurand tranzitia de la o
propozitie la alta, atunci cand e cazul, fiecare descriind o realitate, nu o posibilitate”®.

Si ele se raporteaza la posibilitate (imposibilitate), dar specificul lor e ca descriu
(reprezentationeazd) o realitate. Wittgenstein da un exemplu elocvent vizavi de modul
lor de aplicare:

»Astfel ag putea sd deduc din propozitia «Am desenat 7 c&mpuri prin
permutarea lui a.b,c», cd existd cel putin o permutare care se repetd. — Si din
propozitia: «Am repartizat 5 lingurite In 4 cescute», urmeaza ca unei cescute 1i
revin 2 lingurite® etc.”®? si imediat se explica:

,Daca cineva nu este de acord cu noi asupra numarului de oameni din piesa,
afirmand ca sunt 7, cand nu am vazut decat 6, noi am putea sa 1l intelegem, chiar

89 . Wittgenstein, PR X, §114.

% lhidem.

91 E vorba de principiul lui Dirichlet.
92 PR X, §114.
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daca nu am fi de acord cu el. Dar cand afirma ca pentru el sunt 5 culori pure, noi nu
il mai intelegem, sau atunci trebuie sa presupunem ca intre noi este o neintelegere
totald. Acest numar e stabilit in dictionar si gramatica, si nu in interiorul limbajului.”®

Existd propozitii fatd de care dezacordul poate fi inteles, admis, probabil;
dezacordurile apartin limbajului (nu se raporteaza la o realitate pe care trebuie si o
verifici, nu are sens sa o verifici); sunt propozitiile de tip (B); dezacordul se raporteaza
la posibilitate si imposibilitate (pot zice: poate nu vad eu bine sau interlocutorul meu);
si alte propozitii fatd de care dezacordul nu poate fi inteles (nu se mai interpune
nimic in cadrul realitatii care sa ma faca sa il inteleg), ele apartin dictionarului,
gramaticii, matematicii sau pot fi propozitii nomologice (exprima legi ale stiintei)
domeniale, locale, intr-un cuvant propozitii de tip (a). Aici, dezacordul fata de ele
tine de o imposibilitate; dar sunt in interiorul aceleiasi realitati ca si in primul caz,
pentru ca ,,6” si intr-un tip de propozitie, si in altul are aceeasi semnificatie
independentd de propozitie; nu realitatea se schimba in cele doud propozitii, ci
posibilitatea sau imposibilitatea a ceea ce este afirmat fata de realitate.

Cand zic: ,,sunt 5 culori pure”, sunt in dezacord cu realitatea, pentru ca acest
lucru e imposibil. Daca zic ca nu sunt 5 culori pure, sunt in acord pentru ca stiu ca
sunt 3. Sensurile propozitiilor le iau in consideratie in functie de posibilitatea si
imposibilitatea lor fata de realitate; propozitiile de tip (o) si (B) le raportez la
realitatea in cadrul careia pot sa le determin posibilitatea si imposibilitatea, prin
utilizarea lor. Wittgenstein aratd ca prin utilizarea lor le asigurdm posibilitatea si
imposibilitatea in cadrul realitatii;

4) Din aceasta discutie, pot extrage o definitie a propozitiilor matematicii si a
domeniului matematic:

Propozitiile matematicii sunt acele propozitii de tip a (realist-intensionalist),
pentru care pot si le determin posibilitatea si imposibilitatea in cadrul realitatii
matematice sau dezvoltind domeniul matematicului, fara sa fac apel la alte
domenii (de tip empiric, senzorial, psihologic etc).

Domeniul matematic este un domeniu la care se raporteaza toate celelalte
domenii (ale stiintelor naturii, de pildd) si contine propozitii fatd de care
dezacordul este imposibil fiindca nu e real.

OBSERVATIE

Incadrarea de mai sus a propozitiilor matematicii (de tip o) si a celorlalte
(de tip B) e surprinsad in mod principial (chiar daca in treacat si cu justificari diferite)
de catre Platon in dialogul Euthyphron:

»SOCRATE: Dar si cé zeii se invrajbesc, si acest lucru se spune, Euthyphron, si ca se
ceartd unii cu altii, si ca se isca manie Intre ei?

EUTHYPHRON: Da, se spune.

SOCRATE: Oare in care privintd se iscd neintelegerile care nasc ura si mania,
preabunule? Hai sa cercetam astfel: daca am avea pareri deosebite — tu si eu — despre niste

% 1bidem.
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numere, care din ele e mai mare, oare deosebirea in aceasta privinta ne-ar face sa ne maniem
si sd ne dugsmanim unul pe altul, sau, apucandu-ne de socotit, ne-am impaca repede?

EUTHYPHRON: Ne-am impaca, desigur.

SOCRATE: Asadar, si daca am avea pareri deosebite despre ce ¢ mai mic si ce € mai
mare, apucandu-ne sa masuram, am inceta repede neintelegerea?

EUTHYPHRON: Asa este.

SOCRATE: lar apucandu-ne de cantarit, cred cd ne-am impéaca in privinta a ce e mai
greu si ce e mai usor?

EUTHYPHRON: Cum sa nu?

SOCRATE: Atunci care sunt lucrurile in privinta carora daca am avea pareri deosebite,
neputand ajunge la un criteriu de apreciere, am deveni dugmani si ne-am invrajbi? Poate ca
nu-ti vin numaidecat in minte, dar, din vorbele mele, incearcd sa vezi dacd nu cumva
acestea sunt dreptatea si nedreptatea, frumosul si urtul, binele si raul; oare nu tocmai
acestea sunt lucrurile despre care deosebindu-ne in pareri si neputand ajunge la niste criterii
potrivite am ajunge dusmani, atunci cand ar fi sd ajungem, si eu si tu si toti ceilal{i oameni?

EUTHYPHRON: Chiar aceasta e neintelegerea, Socrate, si in aceste privinte.

SOCRATE: Bine, Euthyphron, dar zeii, daca ajung la neintelegeri, oare nu in aceste
privinte le au?

EUTHYPRON: Neapirat.”*

Socrate numara sau masoara, pentru a ajunge la un acord, lucru pe care il face
si Wittgenstein. Dar dacd Socrate e convins ca acordul vine din lege, adevar si
realitate, de aceea e real, Wittgenstein constatd cd matematicul e un domeniu care
contine criteriul adevarului ca functionare, in afara vreunei legi (sau poate in cadrul
uneia infinit de complicate), de aceea e real. Cu aceasta, Wittgenstein surprinde un
domeniu la fel de independent si gratuit ca si cel estetic (sau moral), anume cel
matematic (din propozitii de tip a), care nu se stie daca nu ar isca certuri intre zei
(dupa cum se vede ca isca intre filosofi!) ca si celelalte propozitii invocate (de tip B).
Aici se deschide o noua discutie fiindca acordul tine ori de evidenta ca functionare,
ori de credintd ca fundamentare, ambele fiind atribuite propozitiilor matematicii.
In acest sens, aritmetica e o geometrie mai generala care e de crezut (ci functioneazi),
deci posibila (in sens de nu imposibila), si nu de justificat (nenecesara, fara
fundamente).

In acest mod, posibilul matematic (in sensul ca nu e imposibil) se delimiteaza
de necesar (o fundamentare care i-ar da posibilitate).

CARACTERUL INTENSIONALIST AL NUMARULUI

Discutia despre numere cardinale privite ca fiind extensiunea unor concepte
ar risca sa se dilueze sub specia unei generalitati de dragul generalitétii, cand nu
mai intereseaza conceptul sub care se alcituieste lista sau extensiunea respectiva.
Insa o alta caracterizare de tip reprezentationist a numarului cardinal vine s spuna

% Platon, ,,Euthyphron”, in Opere, vol. II, trad. Francisca Bilticeanu si Petru Cretia, Editura
Stiintifica si Enciclopedica, Bucuresti, 1976, 7 b, c, d.
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ca ,,numirul cardinal este o proprietate internd a unei liste”®; si atunci viziunea
asupra numarului cardinal capata relief: un ,,exterior” si un ,,interior”:

,»,Am putea spune, aproximativ, cad un numar este o proprietate externd a unui
concept si 0 proprietate interni a unei extensiuni (lista de obiecte care cade sub el).”%

Simbolul pentru extensiunea unui concept este o listd. Un numar este o
schema pentru extensiunea unui concept. Cum pune In valoare Wittgenstein
aspectul intensionalist al structurii numarului cardinal? Prin diverse exemple®, prin
care evidentiaza o structura internd, o functiune structurala a numarului cardinal.
Ideea de baza in jurul careia gloseaza filosoful, si dd mai multe exemple, ¢ ca
structura unui numar cardinal rezida intr-o posibilitate, aceea de a fi corelat (cu tot
ce reprezintd el ca clasd si extensiune) cu un alt numdr. in teoria claselor a lui
Russell, doar o corelatie actuala, reala poate sa arate ,,similaritatea” dintre doua
clase. Pe cénd aici, miza cade pe posibilitatea corelatiei ca relatie interna intre
extensiunile conceptelor.

De aceea, o corelatie unu-la-unu intre doud multimi nu arata la rigoare si
echinumericitatea lor. A spune ca doud multimi au acelasi numar de elemente se
poate doar in acelasi timp cu numararea lor. Reflexul acesta vine inca din perioada
TLP, cand propozitiile logicii si Spatiul Logic posedau o structura interna a priori,
combinatorica, in afara timpului, dar care se arata in cadrul SL. Acum e randul
matematicului sa posede entitati fata de care se formeaza conceptele, evenimentele,
procesele. Aceste tipuri de situatii le pune acum in lumina Wittgenstein, apeland la
niste experimente ale gandirii cu fapte evidente: O simpla trimitere de tip ontologic:
numarul este posibil fiindca in orice eveniment fizic exista o evidentd pe care o
distingem ca un ,,element formal de ordine pe care il putem numi spatiu”®.

ADUNAREA TNTR-UN SPATIU GRAMATICAL

De caracterul intensionalist al numarului cardinal (ca proprietate internd a
unei liste) tine §i ,,aritmetica liniilor” care reprezentationeaza numarul. Dacd avem
obiectele X, y, z, u care cad sub conceptul F, se poate stabili o corelatie intre
»(3x,y,z,u).FxFyFzFu” si modul cum poate fi prescurtatd expresia, arata Wittgenstein,
prin ,,(3||[|x).Fx”.

Liniutele marcheaza structura numéarului, dar sunt independente de aritmetica.
Wittgenstein va arata ci structura internd a numerelor puse impreund nu se rasfrange
si asupra unui rezultat al adunarii. Rezultatul adundrii e independent de numere
tocmai din cauza structurii lor interne si poate fi conceput printr-o gramatica proprie

(0 va numi o ,,alchimie”® independenta).

9% L. Wittgenstein, PR XI, §118.

% |_. Wittgenstein, PG part. IV On Cardinal Numbers 819, p. 332, in ed.cit.
97 PR XI, §118, §119 etc.

% Ihidem, XI, §119.

9 L. Wittgenstein, PR V, §16.
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,Ce aritmeticd se ocupd cu schema ||||? — Dar vorbeste aritmetica despre
liniile pe care le trag cu creionul pe hartie? — Aritmetica nu vorbeste despre linii, ci
opereazi cu ele.”*®

CE ESTE ADUNAREA?

E intrebarea la care incerc sa raspund in continuare {inand cont de tatonarile
din Philosophical Remarks, dar mai ales de ideile transante din Philosophical
Grammar.

Adunarea ca posibilitate este continutd in mecanismul unor propozitii simbolice
in cadrul carora, ne avertizeaza Wittgenstein, avem de a face cu o corelatie reala,
fiindca posibila:

(31), Fx. (31),Gx.x. ~(Fx.Gx).2 (32) .Fx.V.Gx*

lar dacd in genere, predicatele F si G sunt de forma x =a.V.x=b.Vx=c....,
atunci formula de mai sus este un mecanism care aduna. Simbolurile ,,1” si ,,2”
sunt definite si nu joacd un rol aparte in vreun tip de fundamentare aritmetica.

Consider ca modul prin care se introduce obiectul X nu este altul decét cel
prin care Ramsey introduce obiecte infinit de numeroase prin negarea urmatorului
sir de propozitii (metodi pe care Wittgenstein o critici'® la PR XII, §135):

~(3x).Fx
(3x).Fx.~3x.y).Fx.Fy
(3x.y).Fx.Fy. ~(3x.y.z).Fx.Fy.Fz etc.

Acest mecanism al adunarii de tipul formulei de la PR X, §100 faciliteaza
introducerea unor reguli de substitutie, cum se aratd la PR X, §101, in urma carora
se pot scrie propozitii de tipul m +n = p:

(3).Fx. (4),.Gx.~( 3X)FX.Gx.= (3 + 4), Fx.V.Gx, expresie echivalenti cu
substitutia 3 +4 =7.

100 |, Wittgenstein, PG, ed. cit., p. 333.

101 Aceastd propozitie poate fi inspirati si din teoria claselor: existd elementul ,,1” care tine de
conceptele ,,F” si,,G”, si clasele celor doud concepte nu au nici un alt element in comun, atunci exista
un alt concept, ,,2”, care cade sub clasa ,,FvG”. Acelasi formalism, intalnit si iIn PR X, § 100, §101, ar
putea sa reprezinte o rescriere a actiunii simbolului lui Scheffer camuflat sub expresii de logica
predicatelor sau chiar sa nu reprezinte decat forma generald a functiei de adevar (sau forma generald a
propozitiei [F, .}7, N I[.,f }] (cf. TLP 6) si chiar a operatiunii logice, adica de trecere de la o propozitie la
alta 2 (7) = [EN(E)] )= [£.9.N(E)] (c£.TLP 6.01), ceea ce va conduce la forma generali a
numarului natural!

102 Daca presupunem ci existd trei obiecte (doar X, y, z au o anumitd semnificatie), atunci nu
mai are sens scrierea ~(3x.y.z.u).Fx.Fy.Fz.Fu, fiindca al patrulea obiect nu are semnificatie; in acest
fel, consider ca seria se opreste de la pasul al doilea sau chiar de la primul (nu exista X, dar care x?).
Wittgenstein nu spune aceasta, ci cd in acest mod nu se ajunge la inifinit; consider cd definitia
functioneaza cel putin in cadrul multimilor finite, chiar Wittgenstein o foloseste, cum se va vedea in PG.
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Sa presupunem ca se poate introduce o relatie de egalitate care sa nu fie
simetrica, plecand de la faptul cd 3 + 4 = 7 cu necesitate, dar reciproc nu mai e
necesar, ci doar posibil:

7=3+4.

Despre ce e vorba? Wittgenstein observa ca daca 4 obiecte satisfac o functie,
nu spunem cu necesitate ci ele sunt compuse din 2 si 2 obiecte. In prima formula
de mai sus are sens intotdeauna sa il vedem pe 7 ca 3 + 4, in sensul ca nu exista un
semn 7 1n care sd nu poatd fi distinsi 3 si 4. Si mai clar, se poate defini (in stil
reprezentationist):

a) egalitatea necesara, incare 3 +4 =,,.. 7;

b) celdlalt tip de egalitate posibila s-ar defini in stilul 7 =3 (3 + 4), dar si

7 = posipi (1+1+1+1+1+1+1) etc;

Deci 3 + 4 este, pe de o parte, egal necesar cu 7, dar 7 este egal posibil cu
1+1+1+1+1+1+1; asadar, orice egalitate necesara devine una posibild; posibilul e
propriu sensului propozitiilor din SG si nu necesarul. Acesta e sensul in care
Wittgenstein constatd cad ,,oriunde existd 4 obiecte, existd posibilitatea de a le
percepe 2 cate 271%,

De altfel, artificiul de mai sus presupune din start cad numarul are o structura
internd pe care o reprezentationam prin liniute care pot fi adifionate una céte una.

Wittgenstein aratd intr-un stil propriu reprezentationist cd nu putem
accede sub nicio forma la numairul suma al unei aduniri: rezultatul unei
aduniri este independent de termenii adunirii, asa ca trebuie conceput
aparte, in contextul unui SG relativ la schemele gramaticale ale num:rului.

Astfel, folosind notatia lui Ramsey (cf. PR XII, §135), Wittgenstein purcede
la urmatoarea schemi de definire a numerelor cardinale, asemandtor ,,inaintarii
intr-un sir de forme”. Definitia urmatoare:

(3x).0x: ~(3x, y).0x.@y. = Def .(ex).px

(3x,y).0x. 9y: ~(3x, y,2).0x.9y. ¢z = Def .(ex,y).0X. @y etc
(ex).¢x = Def .(g]x).px

(ex,y).0x. @y = Def .(g| |x).px = Def .(s2x). ®x, etc

e o vizualizare (reprezentationare) a structurii interne a numerelor (ca proprietate
interna a extensiunii lor). Wittgenstein doreste sd exprime mai departe suma a doua
numere, asa cum a facut si in TLP (chiar dacd in treacit). Deci, dacad avem
numerele naturale reprezentationate prin liniutele din structura lor internd asimilate
simbolurilor arabe (1, 2, 3...), putem ajunge sa demonstram ca 2 + 3 = 57?

103 |, Wittgenstein, PR X, §102.
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Wittgenstein arata ca:

(el1x).ox. (el|1x).yx. ~3x). px.yx.2.(e|||||x).oxvyx este o tautologie.

Ind.

Sa notdm aceasta propozitie cu A.

Dovedeste aceasta propozitia aritmetica 2 + 3 = 5? Desigur ca nu! Ea nu arata ca

(el1x).px. (ell|x).yx.Ind. 2.(e|| + [||x).9xvyx este tautologie, deoarece nu a
fost spus nimic in definitie despre suma ( [+ 11 |)104.

Daci se scrie sub forma abreviata, €||. €|||.=2.€|||l], atunci 2 + 3 = 5 revine la
problema: data fiind partea stingd, sd se afle cate linii sunt in partea dreapta a
implicatiei = ca sd se obtind o tautologie. Wittgenstein aratd cd putem gasi
numirul de liniute, putem si descoperim intr-adevir ci este vorba de || + ||[; dar
in aceeasi misurd se poate descoperi ci el este | + ||| sau | + |||+], pentru ci el
este toate acestea. Putem gasi de asemenea o demonstratie inductiva ca expresia
algebrica en.em.=.g(n+m) este tautologie. Atunci am dreptul sa privesc o propozitie
ca €17.628.2.¢(17+28) ca tautologie. Dar ne da faptul aceasta ecuatia 17 + 28 = 45?
Cu siguranta, nu! in acord cu aceasta reguld generala, ar fi de asemenea judicios si
se scrie €2.€3.2.e5 ca o tautologie; dar 2 + 3 = 5 are sens in masura in care este
elaborat n continuare.

Prin urmare, ecuatia 2 + 3 = 5 devine || + ||| =|||||, dar ea are un final daca
semnul ,,|||||” poate fi recunoscut intr-un mod sau altul ca fiind semnul ,,5”, care
este independent de ecuatie. El poate fi definit la fel ca in TLP 6.02, dar fara ca
liniutele sa reprezinte operatii care se aplicd unor propozifii.

Cum se exprima filosoful in PR X, §103, ce sens are atunci 2 + 3 = 5?
Réspuns: aceasta egalitate e o reguld a semnelor care indicad ce semn apare in urma
aplicdrii unei operatii (de adunare) altor doua semne. lar continutul sdu ,.e exact
ceea ce elevii gasesc dificil atunci cand invatd aceastd adunare la ora de matematica”.
E vorba de esecul logicismului de a fundamenta ceea ce nu suportd nicio
fundamentare (in speta operatia de adunare a numerelor cardinale, ca si celelalte
operatii — filosoful se mai refera la inmultire sau impartire in stilul sau specific).
In aceastd manierd, numerele naturale sunt consfintite ca scheme numericel® si
adunarea ca relatie de naturd intensionalistd a semnelor numerice.

In propozitia A: (el [x).0x. (e]|[x).yx.Ind. 2 (el ||| |x).oxvyx, se observi ci relatia
dintre semne exista independent de propozitie. Partea logicista care o face tautologie
se adauga ca un invelis la care se poate renunta. Atata timp cat relatiile figurative

104, Wittgenstein, PG, ed. cit., p. 334.
105 |, Wittgenstein, PR X, §107.
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reprezentationale (liniutele) existd independent (au sens independent) de ceea ce
face ca propozitia si fie o tautologie’® inseamni ci pot si am intuitia directd a
relatiei interne a structurilor fard sd mai apelez la decorul logic; se opun aici
procesul aritmetic cu cel logic:

Numeric — Extensional — Structura externi — Logic — Tautologie — sensul
propozitiei caracterizat de extensiune (adunarea prin propozitia A);

Gramatic — Intensional — Structura interna — Matematic — Proces
matematic structural (ca intuitie si nu ca reunire dintre liniute) — sensul
propozitiei caracterizat de intensiune (adunarea n propozitia A).

Cele doua siruri conceptuale nu sunt independente — se refera la schema
numericd a limbajului in care numerele sunt ceea ce aceastd schema reprezentationeaza
(darstellen'®”) —, ci caracterizeaza din dou perspective abstracte, aceeasi structuri A%,
Spatiul gramatical este un cadru lingvistic In care se manifesta structurile numerice
si procesele dintre ele guvernate de reguli, cum e adunarea.

Ar mai fi de adaugat ca propozitiile aritmeticii sunt astfel concepute (cum ar
fi tabla adundrii, Inmultirii etc.) ca sa se aplice direct la propozitiile limbajului prin
intermediul unui ,,maner” (Wittgenstein foloseste expresia das Werkzeug mit seinem
Griff — ,,unealta cu manerul sau” — PR X, §106) fara sa fie nevoie de o descriere a
aplicarii lor.

Faptul ca propozitiile matematicii, calculele pot fi intuite direct, fara o analiza
a conceptelor, fara a le descrie aplicarea, ci sunt imediat vizibile (reprezentationabile)
tine de o posibilitate a limbajului (e ceea ce afirmda PR X, §107 in continuitate
directa cu TLP 6.233, 6.2331); dar 6.234 (,,Matematica e o metodad a logicii”) nu
mai este valabild: propozitia matematica nu e rezultatul analizei logice a limbajului,
ci e self-evidenta si rezida in aplicatia ei. Daca in TLP numerele se defineau prin
intermediul logicii, acum ,,nu e vorba decat de o gramatica a numelor de numere”%,

106 Se lamureste de ce spune Wittgenstein in TLP ci tautologia nu spune nimic: aceasta e
valabil din punct de vedere al extensiunii sale, unde ii pot fi addugate diverse scheme care sunt
echivalente independent de propozitie; dar din punct de vedere al functionarii structurale, adica al
intensiunii, care caracterizeaza structura logicd, pot sd recunosc n propozitia A teorema adunarii i nu
prin ea (cf. PR X, §103, §104).

107 Cf. PR X, 8107.

108 Sensul propozitiei A este aliturarea de betisoare, o relatie intre semnele numerice, ,,0 punere
impreund a extensiunii conceptelor: primele doua trasaturi din paranteza din dreapta sunt in relatie 1
la 1 cu primele doua din stidnga, apoi celelalte 3 trasaturi din dreapta care sunt in relagie 1 la 1 cu cele
3 din paranteza stangd, le reunesc in 5 trasdaturi care au o functie intr-un termen si alta in celalalt
termen” (dupd PR X, §104); si daca as pune un numar gresit de semne in vreunul din termeni,
greseala nu s-ar putea afla prin metode logice, ci comparand structurile.

109 |, Wittgenstein, PR X, §107.
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Tn Remarks on the Foundation of Mathematics, Wittgenstein va reveni la
ideea de numir cardinal ca proprietate internd a unui concept™° care tine de domeniul
autonom al matematicului, pe acelasi plan cu acela ,,uman” de ,,a urma o regula”;
drumul a Tnceput de la conceptul formal din TLP si a ajuns la conceptul de tip
matematic, avand numarul cardinal ca nucleu exemplificativ. De altfel se va vedea
ca orice tipuri de numere, inclusiv cele transfinite, sunt ,,caracteristici ale conceptelor
matematice”!*!. Dar nu n raport natural matematic, ci provenind dintr-o activitate
omeneascd, cum e cea de ,,a urma o reguld”:

,,Numdrul este, cum zice Frege, o proprietate a conceptului — dar in matematica
este o caracteristicd a unui concept matematic. ¥, este o caracteristicd a conceptului
de numdr cardinal; precum si o proprietate a unei tehnici. 2%¢ este o caracteristica a
conceptului de numar in dezvoltarea zecimala infinita, dar proprietatea carui numar
este acest lucru? Cum s-ar spune: ce gen de concept putem sa afirmam in mod
empiric?”*2. Niciunul! Se evidentiaza astfel caracterul exclusivist al domeniului
matematic, acela de a contine criterii proprii de coerentd, adevar, verificabilitate,
independent de cele fundationale si gramaticale.

Aspectul intensionalist e vadit pe tot parcursul FWM: in PR, numarul cardinal
este o ,proprietate internd a unei liste” (PR XI, §119), conectat la extensiunea
conceptului ca imagine a extensiunii conceptului (cum se vede in PG 1V, cap.19),
imagine cu caracter sinoptic, reprezentationist (Ubersichtlich).

TN LOC DE CONCLUZII

Wittgenstein renuntd la generalitatea de tip logic, o propune pe cea de tip
matematic; tot calculul matematic nu este decat o aplicatie a acestuia insusi, nu mai
e nevoie sd invocam forma generala a operatiunii logice; aritmetica e asemanata cu
0 geometrie mai generala, iar exemplele de reprezentationism geometric §i de
aritmeticd a liniilor sunt date in acest sens. ,,Numerele naturale nu pot fi definite
decat plecand de la formele propozitionale, independent de adevarul sau falsitatea
propozitiilor concrete” (PR X, §102), deci independent de logica si gramatica naturala.

In ideea continuititii filosofice, se observi ci sensul propozitiei care isi arati
sensul (TLP 4.021, 4.022, 4.032) este acum unul propriu matematicii; Tntr-un mod
tipic reprezentationist (darstellen), relatia interna a structurilor matematice poate fi
intuita (atunci cand de ex. 5 si 7 fuzioneaza in exact 12), dar aceasta structura interna
nu mai e de tip logic, nu mai are nicio legaturad cu Spatiul Logic.

110 |, Wittgenstein, RFM VI, §42.
11 Ibidem.
12 1bidem.



33 Elemente de filosofie wittgensteiniana a matematicii 647

Numarul natural nu mai este exponentul unei operatiuni, ci o imagine a
extensiunii conceptelor, dar si proprietatea internd a unei liste. Asa cum limbajul
are nevoie de o gramaticd, numerele au nevoie de o aritmetica si, cu aceasta, se
separd filosofia limbajului de filosofia matematicii. Propozitia matematica e o
entitate aparte a realitdtii si se poate reduce la fapte elementare autoevidente cu un
statut ontologic aparte (precum erau starile de lucruri tractariene, dar acestea grevate
metafizic) ce constituie criteriul domenial al adevarului matematic.
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