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connections with Brouwer’s intuitionism.

Keywords: Strict finitism; Intuitionism; Paul Bernays; Emile Borel; David van Dantzig;
L.E.J. Brouwer.

CONSIDERENTE INTRODUCTIVE

Ne vom ocupa in cele ce urmeaza, precum si in alte articole preconizate a
continua acest demers, de ceea ce am putea numi o schitd istoricd a finitismului
strict, in special din perspectiva acelor elemente care sunt prezente in discutiile in
cauza si care pot fi caracterizate drept filosofice. Totodata, abordarea noastrad
pleaca de la premisa — care si ea ar putea fi supusa unei investigatii suplimentare cu
un alt prilej — ca aceastd prezentare se poate realiza avand ca fundal problematica
intuitionista si, In general, constructivistda din matematica, din care apreciem ca
dezbaterea proprie finitismului strict deriva in buna masura. Este si motivul pentru
care aici pot si vor fi invocate nu doar acele realizari indeobste atribuite (de autorii
lor sau de interpreti ulteriori) finitismului strict, ci §i cele cunoscute uneori sub alte
denumiri care apar astfel ca alternative nominale pentru acesta: ultrafinitism,
ultraintuitionism etc.

Nu ne propunem 1nsad sd dezbatem pe parcursul acestei lucriri — cel putin nu
trangant sau in detaliu — aspectele legate de indreptatirea folosirii denumirilor in
cauza. Ceea ce nu inseamna deloc ¢ am aprecia ca aici avem de-a face doar cu aspecte
de ordin strict ,,nominal”, care pot fi expediate cu usurintd in zona verbiajului
matematic redundant, cd am putea pur si simplu ,,sdri” acest moment al discutiei.
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Variatiile, ezitarile, polisemiile etc. atribuirilor ce sunt specifice acestui peisaj
matematic aparte sunt ,,imputabile”, Tn bund masurd, genului de complexitate a
,,obiectului” studiat si, totodatd, dimensiunii filosofice inerente acestuia. Ramane,
deci, ca si 1n aceastd privinta sa revenim cu un demers — speram — mai clarificator,
odata ce panoramarea pozitiilor prezentate se va fi incheiat.

Cateva scurte observatii introductive se impun totusi, chiar daca ele nu
trebuie luate ca sentinte definitive cu privire la cercetarea pe care ne-o asumam in
continuare. Intdi de toate, trebuie plecat poate, daca este sa acceptim judecata lui
Mathieu Marion, de la observatia cd variatele programe strict finitiste propuse in
ultimele decenii' nu se prezinti deloc ca avand prea mare omogenitate — nu existi
prin urmare vreo abordare care ar putea fi considerati canonici in aceasta privinta®.
Iar aceasta spre deosebire de intuitionism, adaugad Marion, unde, putem presupune,
viziunea inauguratoare lui Brouwer reprezintd un astfel de reper sd 1i spunem
canonic. Mai mult, este posibil ca tocmai starea de lucruri mentionata anterior sa fi
determinat §i aparitia destul de tarzie a unor analize dedicate acestei directii de
gandire matematica luatd in ansamblu.

Pe de alta parte, Jim Mawby aprecia in debutul tezei sale de doctorat din
2005 consacrate acestui subiect cd diferite aspecte care tin de finitismul strict au
fost discutate in filosofia matematicii, dar ca ,,sustindtorii acestei teorii sunt putin
numerosi’”, adaugand ci ,,[d]in acest motiv, probabil, nu existd [inci] o prezentare
de incredere (reliable), generald” a acesteia, el urmérind de altfel prin incercarea sa
sa umple chiar acest gol”.

Totusi, cum aminteam $i mai sus, este posibil ca unul dintre motivele care
determind, in continuare, decisiv chiar, persistenta unui peisaj destul de fragmentar,
sd fie legat de existenta In insasi ,,inima” finitismului strict a unei ambiguitati
fundamentale. Dacd, impreuna cu Mary Tiles, acceptam ca finitismul strict nu doar
exclude infinitatea din cAmpul activitatii matematicianului, ci si cd distinge intre

! Observatia lui Marion este din 1998, dar apreciem ci ea poate fi extinsa fard probleme pana
in zilele noastre.

2 Mathieu Marion, Witigenstein, Finitism, and the Foundations of Mathematics, Clarendon
Press, Oxford, 1998, p. 213. Fireste, concluzia punctuald a lui Marion nu corespunde strict
continutului ce o preceda. Ne putem gandi la o diversitate de abordari, dintre care existd totusi una
care se ,,impune” / este consideratd canonica. Pe de altd parte, ne putem gandi cd insistenta (si
persistenta) unei descrieri, de-a lungul timpului, prin atributul ,,diversitate” a unui peisaj teoretic in
integralitatea sa poate deriva, intr-adevar, din lipsa ,.cronicd” a unui ,lider” ideatic care sda fi
(re)configurat acel peisaj in jurul sau.

? Evaluarea in cauzi trebuie inteleasd mai degraba prin raportare la numarul adeptilor teoriilor
sa le numim ,clasice” din matematicd, care, de exemplu, identificdi matematica cu sistemul de
simboluri si de reguli relative la acestea, fara nicio referire la activitatea concreta a matematicianului.

* Jim Mawby, Strict Finitism as a Foundation for Mathematics, Submitted for a degree of
PhD, September 2005, at Glasgow University (accesibild la adresa http://theses.gla.ac.uk/1344/).
Prezentarea sa se finalizeaza cu propunerea unui model finitist strict, pe care Mawby il numeste
»finitism fanatic (Fanatical Finitism)”. Mawby exploreaza limitele acestei teorii ,,prin opozitie cu alte
concepte de finitism, si chiar cu teorii mai cuprinzatoare despre numere intelese ca entitati dependente
de mintea omeneasca” (op. cit., 10).
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numere finite ,,mici” i numere finite ,,mari”, cu pretentia aferentd ca ,.existd o
limita superioara (finitd) a numerelor pana la care ne putem raporta intr-o maniera
inteligibila”, atunci este deschisa inerent si posibilitatea de a discuta despre ,,cum o
astfel de limita poate fi stabilitd sau determinatia™’. Ceea ce inseamna ci, pentru
Tiles, orice enunt precis al unei pozitii subsumabile finitismului strict va reprezenta
,0 chestiune delicatd” (a delicate matter). Ca si in cazul paradoxului chelului sau al
gramezii, suntem nevoiti sa pastrdm concomitent distinctia dintre ,,accesibil” si
,non-accesibil omului” (surveyable | unsurveyable)® si asertiunea ci ,,addugarea
unei unitdti nu este suficientd pentru a efectua tranzitia la un stadiu de non-

accesibilitate™’.

*

In tot acest tablou blurat care persista in timp, apreciem totusi ci exista in
principal trei tipuri de discurs relativ la maniera in care este instantiat finitismul
strict in analiza celor care vehiculeaza termenul ca atare sau reprezintd o pozitie
subsumabila acestei orientari:

1) dintr-o perspectiva sa 1i spunem ,.exterioard”, ca urmare a unei critici a
pretentiilor intuitioniste / constructiviste de a trimite doar la constructii matematice
ce pot fi realizate efectiv — a indica o pozitie de tipul finitismului strict nu revine
atat la o dezvoltare a intuitionismului, cat la relevarea inconsistentei acestei pozitii.
Astfel, in ciuda sugestiilor de dezvoltare a unei pozitii alternative, mai coerente a
intuitionismului (lui L.E.J. Brouwer), obiectiile lui Paul Bernays® riman pani la
urma expresia unei astfel de critici aduse din perspectiva unei pozitii ,,adverse”.

2) dintr-o perspectiva oarecum ,,internd”, ca rezultat al dorintei de a pune 1n
acord intuitionismul/constructivismul cu el insusi, in esentd tot pe baza unei
observatii critice de felul celei anterioare, dar cu scopul de a dezvolta o alternativa
reald — sau o continuare ,,pozitivd” — la acesta. Putem mentiona aici pozitia recenta
a lui Mawby, amintitd anterior: acesta considera ca ,,finitismul strict este probabil o
prelungire naturald a ideilor constructiviste”, dar una care ,isi extrage in parte
motivatia din obiectia ca intuitionismul, care este tot o filosofie constructivistd’, nu
ia suficient in serios principiile (the tenets) constructivismului”. Altfel spus, finitismul
strict implica o intdrire a constrangerii constructiviste indreptaté, pentru reprezentantii
acestui curent, intr-o directie ,,perfect naturala”, aceea de a accepta drept constructii
matematice doar pe acelea care sunt posibile in mod actual sau efectiv, i.e. date
fiind constrangerile / puterile efective ale mintii omenesti ,,concrete”'”.

3 Mary Tiles, The Philosophy of Set Theory: An historical introduction to Cantor’s paradise,
Blackwell, Oxford, UK / Cambridge, Mass., U.S.A., 1989, pp. 6-7.

¢ Am preluat sugestia traducerii lui surveyable in romand prin ,accesibil omului” din Ilie
Parvu, Introducere in epistemologie, Editura Stiintifica si Enciclopedica, Bucuresti, 1984, p. 309.

" M. Tiles, op. cit., p. 7.

8 Vezi infra, prezentarea facuti observatiilor critice ale lui Bernays.

% Si deci o forma de finitism, mai mentioneaza Mawby (op. cit., 8).

' Ibidem, pp. 7-8.
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3) dintr-o perspectiva mai degraba ,,neutrd”, ca rezultat al unei prezentiri a
intregului tablou / context implicat — in acest sens, finitismul strict poate s& apara
ca pozitie posibild / justificabila intr-o desfagurare ,logicd” a gradelor de aderenta
pe care le putem intdlni pe o scard ce duce de la finit la infinit. Un astfel de
exemplu este de gasit la Hao Wang'', care, plecand de la un studiu al aceluiasi Paul
Bernays'?, propune o prezentare graduald, ,intr-o ordine de constructivitate
descrescanda”, a pozitiilor (,,nuante” — shades — in terminologia sa) in fundamentele
matematicii, dupd cum urmeazi: a) antropologism"; b) finitism (in sens larg);
¢) intuitionism; d) predicativism (teoria predicativa a multimilor sau teoria numerelor
naturale ca entitati — as being); e) platonism (teoria clasicd a multimilor). Pentru
Wang, primele trei ,,nuante” exprimd o ,,matematica a actiunii” (mathematics of
doing), in vreme ce urmatoarele doud trimit la o ,,matematicd a existentei”
(mathematics of being). Este important de observat 1n contextul discutiei noastre ca
Hao Wang impartaseste impreund cu Bernays viziunea conform careia ,,nu este
nevoie ca cineva sa faci o alegere intre aceste puncte de vedere” si ca ,,sarcina cea
mai importantad a cercetarii fundationale este de a le formula (pe acestea) in mod
precis si de a analiza relatiile dintre ele”'®. Toate cele cinci orientiri sunt pentru
Wang ,,relatéri folositoare despre o aceeasi structurd principala, care ne-ar permite
sa construim un tablou integral mai adecvat decat fiecare scoala luata in parte. Desi
filosofii ar putea gasi ca acest armistitiu este mai putin impresionant decat razboiul
de exterminare intre scoli, armistitiul conduce incontestabil la o abordare mai
eficientd a scopului initial — intelegerea matematicii”". Altfel spus, matematica
este data de abordarea comprehensiva, in totalitate, a structurii formate de pozitiile
complementare si a relatiilor dintre acestea (presupunand fie continuitatea, fie
delimitarea intre anumite presupozitii), nu de aprofundarea exclusivd a uneia in
detrimentul celorlalte. Practic, aceasta Tnseamnd, apreciem noi, §i cd nici nu ar
putea exista ceva de ordinul unei victorii ,,decisive” a unei orientari in fata celorlalte,
ca toate acestea reprezintd pozitii potentiale conectate intre ele, justificabile ca
atare prin epuizarea campului teoretic, ca intr-un fel de tablou transcendental sui
generis al matematicii.

Trebuie subliniat insad ca aceste trei tipuri de contextualizare identificate de
noi nu se exclud intru totul, ele chiar se pot suprapune sau amesteca in unele

"' Hao Wang, ,,Eighty Years of Foundational Studies”, Dialectica, vol. 12 (1958), pp. 466-497;
Hao Wang, Studii de logica matematica, trad. de S. Vieru si U. Morgenstern, Editura Stiintifica,
Bucuresti, 1972.

2 Paul Bernays, ,,Sur le platonisme dans les mathématiques”, L ’Enseignement Mathématique,
vol. 34 (1935), pp. 52-69.

Termen pe care il prefera ,,finitismului intr-un sens (mai) restrans (finitism in the narrower

sense)”, considerandu-1 chiar i mai restrans decat acesta din urma (Wang, ,,Eighty Years...”, p. 472).

' Charles Parsons, ,,Hao Wang as Philosopher”, in Petr Hajek (ed.), Gédel ’96: Logical
Foundations of Mathematics, Computer Science and Physics — Kurt Gédel’s Legacy. Brno, Czech
Republic, August 1996, Proceedings, Springer, Berlin etc., 1996, p. 67.

'S Hao Wang, Studii de logicd matematicd, p. 44.
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analize, dar cu toate acestea pot fi evidentiate separat. La Bernays, de exemplu,
dupa cum vom vedea mai jos, regdsim combinate 1) si 3).

CATEVA REPERE DESCHIZATOARE DE DRUM PENTRU
O PREZENTARE ISTORICA A FINITISMULUI STRICT

In peisajul relativ sarac al unor analize istorice consacrate acestui curent din
fundamentele matematicii, in urma nu cu multd vreme a aparut ceea ce s-a numit
,,O foarte scurta istorie a ultrafinitismului”, datorata lui R. Cherubin si M. Mannucci'®.
Intr-un mod oarecum surprinzitor, autorii isi incep prezentarea istorici cu ceea ce
ei numesc preistoria ultrafinitismului, si anume cu analiza contextelor in care sunt
utilizati termenii murios (cu doud sensuri principale: multi, foarte multi, nenumarati
etc., respectiv zece mii)'’ si apeiron (nelimitat, indeterminat, indefinit, infinit etc.)

'8 Rose M. Cherubin, Mirco A. Mannucci, ,,A Very Short History of Ultrafinitism™, in J. Kennedy
si R. Kossak (eds.), Set Theory, Arithmetic and Foundations of Mathematics: Theorems, Philosophies,
2011, Pp- 180-199.

"0 problemi asemanitoare s-ar putea evidentia si in limba roména unde, prin ,,nenumérate/
nenumarati” se intelege indeosebi un numar mare / imens de elemente, uneori finit insa (cel putin in
principiu), care ori nu pot sa fie practic numarate, ori nu necesitd intr-un anumit context o numarare
exactd. Daca este sa oferim o exemplificare prin referinte literare a unui oarecare descrescendo a
numarului vizat putem mentiona: ,,Stele nenumarate, ca nisipul marii, scanteiaza care de care mai
mult”, D. Bolintineanu; ,,invatimintele si randuielile lumii civilizate sunt nenumdrate”, M. Sadoveanu;
»lurme nenumadrate, ca stelele, pasteau in campii intinse”, A. Russo; ,,El numard in gandu-i zile
nenumarate”, M. Eminescu (cf https://dexonline.ro/definitie/nenum%C4%83rat; accesat la 3.05.2018).
Sunt prezente aici, apreciem, mai multe paliere semantice: 1) este implicatdi o numaratoare care
practic nu se poate incheia, dat fiind numarul extrem de mare al elementelor vizate (stelele, sa
spunem); aici se poate adauga si imposibilitatea de a fi atent ,,pana la capat” in procesul de parcurgere
a acestora sau viteza prea mare cu care acestea se misca sau se transforma; 2) este vorba de o
numaratoare care implicd un numar extrem de mare de elemente, dar care — prin comparatie cu cele
anterioare — sunt si greu de identificat ca atare sau permit aparitia (eventual si in sens dinamic-istoric)
a noi elemente necunoscute pana atunci (randuielile lumii, de exemplu; aceasta in ideea ca stelele,
spre deosebire de randuieli, sunt oarecum date privirii ,,static” sau ,,concomitent” — desi, evident,
stiintific vorbind, si numarul lor evolueaza in timp, stele apar si dispar etc.); 3) este implicat un numar
foarte mare, dar care ar putea, evident, fi parcurs intr-un timp finit (frunzele unui copac, de exemplu;
sau exemplarele unei turme — aici poate interveni si dificultatea conferitd de dinamica in spatiu a
exemplarelor in cauzi); aici pot fi introduse si considerente contextual-psihologice: de multe ori
utilizam ,,nenumarat” pentru a indica de fapt cd nu vedem sensul sau importanta pentru care sa
efectuam o astfel de numadratoare (in timp ce, normal, pentru proprietarul unei turme, a cunoaste
numarul exact al exemplarelor din acea turma este o chestiune vitald); 4) este implicat un numar
foarte mare, dar se doreste sublinierea faptului cad este vorba de un numar mult mai mare decét cel
asteptat sau cuvenit in acel context (,,i-a adus nenumarate laude in discursul sau”, pentru a folosi un
exemplu aditional celor mentionate anterior). Nu am urmarit nicidecum sa epuizam astfel multimea
acestor paliere semantice (am fi tentati si spunem chiar ca, poate, acestea sunt... nenumarate), ci doar
sd atragem atentia ca — aici, ca si in, probabil, oricare alt caz al vreunui termen al limbii — exprimarea
unor realitati ,,sensibil” diferite este acoperita de unul si acelasi termen (fireste, nu ne referim aici la
omonimia clasicda). Nu mai discutdm suplimentar si cazul, extrem de frecvent, cand noi, de fapt, nu
stim cu exactitate despre ce vorbim (nu avem o definitie precisa a unui lucru sau o ,,imagine standard”
a aceluia), asa ca ,,nenumarat” ar trimite aici in mod fundamental la o imprecizie / confuzie semantica
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in texte din Grecia antici si a semnificatiilor care deriva de aici'®. Dupa cum
observa cei doi autori, chiar dacad acesti ganditori (printre care Homer, Hesiod,
Herodot, Anaximandros, Zenon sau Aristotel) nu au dezvoltat propriu-zis o teorie a
ultrafinitului, ei exprima in anumite fragmente ,,constiinta unor trasaturi cruciale si
adesea insuficient remarcate” ale acestuia, ,,cum ar fi fezabilitatea (feasability) sau
transcenderea limitelor intr-un anumit context”"’. Din pacate, Cherubin si Mannucci nu
dezvolta suplimentar aceastd parte a prezentarii lor in directia evidentierii — pe un
palier hermeneutic superior — a unor posibili invarianti structurali care sa permita
identificarea unei pozitionari ,,trans-istorice” in aceasta privinta.

Dupa Antichitatea greacd, cei doi autori deplaseaza brusc — si oarecum
arbitrar, dupa cum ei Ingisi recunosc — analiza lor direct la mijlocul secolului trecut,
apreciind lapidar ca drumul de la preistoria la istoria recentd a ultrafinitismului este
unul dificil de trasat. In acest nou context istoric, ei vor puncta sumar si relativ
discontinuu demersuri precum cele ale lui D. van Dantzig (prin intermediul caruia
este amintit in treacit si E. Borel), A.S. Esenin-Volpin, Edward Nelson, Derek Parikh.
Este motivul pentru care analiza acestora se cere completata atdt din perspectiva
numelor (unele dintre ele importante) care trebuie addugate, cat si a unei minimale
retele hermeneutice care sa oarecum ,,lege” diferitele contributii invocate®’.

In cele ce urmeazi, ne vom concentra doar asupra primelor elemente (in sens
istoric) care pot fi caracterizate ca exprimand o pozitie ultrafinitistd n secolul
trecut — elemente care sunt prezente in incercari (indeosebi la Borel, Bernays, van
Dantzig) care nu isi propun totusi sd se dezvolte intr-o veritabild conceptie (teorie)
de o asemenea facturd, elaborata in detaliu sau ,,programatic” deci am putea adauga.
Dupa cum vom vedea, elementele in cauza apar mai cu seama in orizontul unei
critici a intuitionismului desfasurate cu scopul de a evidentia indeosebi o contradictie
internd a acestuia, mai precis intre pretentia unei constructivititi fondatoare a
activitatii matematicianului si practica efectiva ulterioard a acestuia ce recurge
inevitabil la mecanisme abstract-formaliste, care fac posibila aparitia in discursul
matematic a unor entitati care de fapt nu pot fi construite efectiv. Vom lasa deci
deoparte deocamdata acele propuneri bine structurate (Esenin-Volpin, Nelson, Dummett,
R.O. Gandy etc.), dar si fragmentele din Wittgenstein care pot fi invocate pentru
identificarea si in cazul siu a unei astfel de pozitionari®', pentru o abordare viitoare,

(de exemplu, ceea ce numim ,,fenomene paranormale” sau ,,supra-normale”; mai mult, este posibil ca,
in timp, unele astfel de fenomene sa devina perfect ,,normale” sau altele, considerate acum ,,normale”,
sa capete brusc aura ,,supra-normalului”). Pentru anumite observatii utile in anumite privinte atinse de
noi, dar din perspectivd fenomenologicd, vezi Soren Stenlund, ,Different senses of finitude: An
inquiry into Hilbert’s finitism”, Synthese, vol. 185 (2012), pp. 335-363.

'8 Cherubin si Mannucci, op. cit., pp. 182—-193.

' Ibidem, p. 180.

2 De exemplu, prin raportarea acestora — fie si de o manierd succinti — la disputa privind
fundamentele matematicii de la inceputul secolului trecut.

! fndeosebi ca urmare a complexititii bine-cunoscute a pozitiei filosofice ,,generale” a lui
Wittgenstein (chiar dacd ne restrangem la cea de-a doua parte a activitatii sale) in care trebuie
integrata minimal abordarea sa a matematicii, dar si a existentei unei literaturi secundare consistente
ce a abordat acest subiect.
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neapeland la acestea decat punctual, atunci cand va fi nevoie a pune mai bine in
lumina unele probleme ce tin de elementele mai sus-mentionate.

*

Dupa Michael Dummett, cel care a sugerat pentru prima oard in matematica
modernd o pozitie de tipul celei a finitismului strict a fost Paul Bernays (18388-1977),
in 1935%. In articolul sau, intitulat ,,Sur le platonisme dans les mathématiques”,
mai precis 1n paginile consacrate aici unei analize critice a presupozitiilor
fundamentale ale teoriei lui Brouwer, Bernays observa mai intai ca instanta epistemica
supremd invocatd de acesta este evidenta, anume cd numarul intreg este inteles
originar 1n sens intuitiv, mai precis plecand de la o intuitie a timpului conceputa din
perspectiva kantiand®. El se intreaba in continuare cum poate fi extinsd aceastd
evidentd in cadrele matematicii intuitioniste. In acest context, doud intrebari i se
par decisive si necesitd un raspuns urgent pentru a aprecia pretentiile epistemice ale
intuitionismului: 1) Este absolut sigur ca evidenta oferitd de intuitia aritmetica se
extinde atdt de mult cat aritmetica intuitionista o solicitd? 2) Este posibil sa se
traseze o granitd exacti intre ceea ce este evident si ceea ce este doar plauzibil?**

Pentru Bernays, raspunsul la ambele intrebari precedente este unul negativ.
Intai de toate, evidenta este un concept relativ atit printre oamenii obisnuiti, cat si
printre oamenii de stiintd. In plus, se intAmpla nu rareori ca unul si acelasi om sa
respinga ceea ce anterior privea ca tinand de domeniul evidentei. Dar, dincolo de
aceste observatii generale, previzibile, pentru Bernays mai trebuie observat si ca
»intuitionismul nu dd nicio importantd posibilitatii ca operatiile solicitate de
metoda recursivd de constructie a numerelor, atunci cand avem de-a face cu
numere foarte mari, sd inceteze sd aibd vreo semnificatie concretd. De la doua
numere intregi k si 1, se trece imediat la k'; acest procedeu duce in ctiva pasi la
numere care sunt cu mult mai mari decat cele care ne sunt accesibile n experienta,
e.g. 671257172977,

22 Michael Dummett, »Wang’s Paradox”, in idem, Truth and Other Enigmas, Harvard University
Press, Cambridge, Mass.,1978 (initial aparut in 1970), p. 249. A se vedea si M. Marion, op. cit.,
p. 214. in mod curios si totodatd inexplicabil, acest episod semnificativ lipseste cu desivarsire din
istoria schitatd de Cherubin si Mannucci. Felice Cardone apreciaza si el cé ,,Bernays (in 1935) a fost
matematicii ca activitate umand, ar putea constitui bazele unei posibile pozitii in fundamentele
matematicii” (,,Strict Finitism and Feasibility”, in Daniel Leivant (ed.), Logic and Computational
Complexity: International Workshop LCC '94, Indianapolis, IN, USA, October 13—16, 1994, Selected
Papers, Springer, Berlin / Heidelberg / New York, 1995, p. 2). Cardone realizeaza in preambulul
propriei sale contributii in domeniu si o extrem de scurtd prezentare a diverselor pozitii subsumabile
finitismului strict, sub forma unei retele de influente implicite sau explicite (ibidem, pp. 2-3).

% p. Bernays, ,,Sur le platonisme...”, p. 60.

 Bernays va reveni ulterior asupra acestui subiect, de o manierd si mai critici fata de
semnificatia evidentei In cunoastere in genere, in articolul sau ,,Quelques points de vue concernant le
probleme de I’évidence”, Synthese, Vol. 5, No. 7/8 (Nov.—Dec., 1946), pp. 321-326.

2 P. Bernays, ,,Sur le platonisme...”, p. 61. Dupd cum noteazi si Troelstra si van Dalen
(Constructivism in Mathematics: An introduction, North-Holland, Amsterdam etc., 1988, vol. I, p. 6)
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In mod clar, reprezentarea acestui din urma numir in sistemul zecimal nu este
datorata faptului ca il ,,obtinem” efectiv astfel. Pentru Bernays este vorba aici de
aplicarea metodei generale a analogiei, prin extinderea la numere inaccesibile a
relatiilor care pot fi verificate in mod concret pentru numerele accesibile. In cadrul
acestor consideratii, Bernays ,,introduce pentru prima oara (...) o distinctie intre
posibilitatea in practica si posibilitatea in principiu”®. Legind acest aspect de
constatarea sa privind caracterul eterogen al conceptiilor strict finitiste, Marion
aratd cd unii exponenti ai finitismului strict 1si doresc iIntr-adevar sa elimine
rezultatele matematice care depind doar de posibilitatea ,,in principiu”, in vreme ce
altii se multumesc doar cu studierea ,,de dragul ei” a acestei distinc;ii”. in plus,
revenind la Bernays, aplicarea acestei analogii este sustinutd suplimentar de faptul
ca nu existd o demarcatie riguroasa intre numerele care sunt accesibile (realizabile)
si cele care nu sunt astfel®®.

O scurta parantezi. De notat ¢i in 1952 matematicianul francez Emile Borel
(1871-1956)*° va dedica acestui gen de numere o intreagd lucrare: Les nombres
inaccessibles. Borel defineste inaccesibilitatea relativ la notatia zecimala si durata
vietii omenesti, atit in sens ontogenetic, cat si filogenetic: daca asumam ,,0 durata
finitd a umanitatii Tn trecut si n viitor, numarul total al oamenilor va fi si el unul
finit si fiecare, in cursul vietii sale, nu va putea defini in mod efectiv decat un
numir finit de numere intregi™*. Astfel definind accesibilitatea, rezultd cd limita
superioara efectivd a acesteia este una mobild, istoric vorbind, cea definitiva
,neputand fi cunoscuti decat la sfarsitul omenirii”*'. Deci, important de subliniat,
inaccesibilitatea despre care vorbeste Borel este una relativa. Insa el trece uneori
de la relativitatea datd de modificarea continud a numarului intreg care poate fi
obtinut efectiv de oameni 1n decursul istoriei (finite) a umanitatii (filogenetica) la
relativitatea teoretic-cognitiva, dependentd de caracterul de ipoteza cu privire la
existenta finitd a universului §i, deci, a umanitatii, continuta in teoriile stiintifice ce
vizeaza existenta limitatd a universului*’: ,,Concluzia noastra este cd existd numere

legat de diferenta dintre un numar precum 5 si 10110710, ,,[e]xponentierea ca operatie care se poate
realiza intotdeauna relativ la numerele naturale implicd o componentd mai abstracta (a more abstract
idea) decat atunci cand avem de-a face cu generarea girului numerelor naturale”.

26 M. Marion, op. cit., p. 214.

27 Ibidem, p. 215.

28 n acelasi sens, vezi mai sus remarcile lui Mary Tiles. Aceastd ambiguitate este surprinsa de
altfel de paradoxul lui Wang, al cérui rezultat este ca toate numerele ajung sa fie considerate mici.

'S4 notam ca am realizat o foarte scurti trecere in revistd a anumitor aspecte continute in
gandirea matematicd a lui Borel care pot fi caracterizate ca fiind (pre)intuitioniste in studiul
»Preintuitionismul matematic. Schitd istoricd si dimensiuni logico-filosofice”, aparut in volumul
nostru Logica §i metodologie in istoria filosofiei. Studii de caz, Editura Universitatii din Bucuresti,
2013, pp. 87-126 (vezi pp. 101-103).

30 Emile Borel, Les nombres inaccessibles, Gauthier-Villars, Paris, 1952, p- 3.

3! Ibidem, p. 4.

32 Exista de altfel prezenti la unii autori o maniera de a sustine ideile finitismului strict plecand
de la caracterul finit al universului. Astfel, pentru Mawby o investigatie de felul celei a finitismului
strict nu este utila doar matematicii per se, ci are o semnificatic mai largda (sau indirectd) daca
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intregi inaccesibile, adicd numere care nu vor fi niciodatd obtinute (atteints) de
niciun om, dar pe care, prin chiar definitia lor, nu le cunoastem si cd ne este
imposibil de a arata care este aceastd limitd, Intrucat limita respectiva este ea Insasi
inaccesibild. Trebuie deci sd consideram aceastd inaccesibilitate drept relativa,
intrucét ea depinde de ipotezele noastre cu privire la durata existentei universului si
a oamenilor (subl. ns.)”*’.

Dar, la Borel, nu trebuie echivalat ,,a defini” cu ,,a realiza (efectiv)” acel
numar, el vdzand in calcularea in cauza sursa unei probleme pe care doar o
mentioneaza: ,,se poate vadi ca acest calcul sa nu fie usor de efectuat, din cauza
duratei sale, dar nu vom insista asupra acestei dificultati suplimentare $i nu ne vom
bate capul cu privire la numarul de secole care ar fi necesare unei armate intregi de
indivizi si calculeze pentru a il obtine”*. Cu toate acestea, distinctia numar
accesibil / inaccesibil este pentru Borel una ,,naturald” si nu una ,,artificiala”, in
sensul ¢i nu ar putea si apari ceva care si o anuleze®. In limbaj tehnic, este vorba
de o demonstratie care are drept concluzie atribuirea caracterului de invarianta
absoluta distinctiei in cauza™.

Revenind la analiza lui Bernays sd notdm ca, in lumina celor spuse anterior,
evidenta pretinsa de intuitionism nu se extinde in mod neproblematic (am spune
chiar ,,evident”) la totalitatea entitatilor / adevarurilor acceptate in cadrele acestuia.
Nu toate evidentele vehiculate de intuitionism sunt evidente imediate.
Matematicianul intuitionist, aratd Bernays, face apel in rationamentele sale si la
reflectii de natura abstracta.

Tocmai aplicarea sistematicad a unor forme abstracte de rationare de catre
Brouwer — apreciazd Bernays — l-au condus pe acesta la depasirea metodelor
asumate de Kronecker in considerarea numerelor naturale drept baza pentru
aritmetizarea in sens constructivist a intregii matematici. Mai mult, el ar fi reusit
astfel ,,sd stabileascd o logicd generala intuitionistd, care a fost sistematizata
[ulterior] de citre Heyting™’. Si notim in treacit ci, plecind de la aceste

acceptam ca ,,fizica moderna sustine ca atat spatiul cat si timpul sunt finite, cel putin in extindere, iar
lucrarile recente sugereazd ca nu este deloc implauzibil sd afirmdm ca ele sunt si finit divizibile”.
Aceste observatii fac plauzibila conceperea unui finitism ,,global”, care implica respingerea notiunii
de infinit la ambele niveluri, fizic, respectiv matematic (J. Mawby, op. cit., p. 8). Pe de altd parte,
Mary Tiles argumenteaza cd nsdsi experienta empiricd ,,obisnuitd” a universului, asa cum este
desfasurata chiar dintr-o perspectiva finitista, implica cu necesitate acceptarea ipotezei continuului
(deci si a divizibilitatii la infinit), ca si a lipsei de limite pentru spatiu si timp: ,,[a]r parea, asadar, ca
deja a vorbi despre spatiu si timp ne duce dincolo de ceea ce poate fi considerat ca fiind dat prin
referintd la experienta imediata si deja ameninta sa faca loc infinitului” (M. Tiles, op. cit., p. 9).

3. Borel, Les nombres inaccessibles, p. 4.

i Ibidem, p. 5.

3 Ibidem, p. 10.

36 83 consemnam ca unele considerente asemanatoare, in legdtura in special cu universul fizic,
fusesera prezentate anterior de catre Borel in lucrarea Probabilité et certitude (1950).

37°p. Bernays, ,,Sur le platonisme...”, p. 63. Este de notat aici afirmatia surprinzitoare (si care
nu vedem cum ar putea fi sustinutd, altfel decat oferind logicii un inteles ne-tehnic, ,,slab”) a lui
Bernays conform céreia Brouwer insusi ar fi fost initiatorul unei logici (generale) intuitioniste, pe care
Heyting nu a facut decat sa o sistematizeze.
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consideratii, Bernays merge si mai departe cu interpretarea sa, sustindnd ca
utilizarea fara restrictii de catre Brouwer a notiunii de consecintd face ca trasatura
generald a intuitionismului sdu sa nu fie aceea de a fi fundat 1n intuitia pura, ci de a
institui o raportare a subiectului reflexiv si activ (sujet réfléchissant et agissant) la
totalitatea stiintei obtinute®®. Or, acesta reprezinti in viziunea lui Bernays un punct
de vedere metodologic extrem (precum este si platonismul matematic extrem
reprezentat de logicismul lui Frege; Principia Mathematica a lui Whitehead si
Russell constituie pentru Bernays o amendare a pozitiei logiciste absolutiste, prin
introducerea unor presupozitii suplimentare cum ar fi axioma infinitului etc.), care
in plus mai este si ,,contrar manierei obisnuite de a proceda in matematica, care
consta in a stabili teorii detagate pe cat de mult posibil de subiectul ganditor (sujet
pensant)”™’.

Practic, pentru a concluziona In privinta acestui punct atins de Bernays,
intuitionismul nu se ridica la nivelul propriilor sale exigente cu privire la ceea ce
este evident Tn mod intuitiv. Chiar daca articolul lui Bernays nu isi propune deloc
sa dea o solutie sau o dezvoltare coerentd a pozitiei intuitioniste, ci se constituie
intr-o critica la adresa acesteia, se poate spune ca intr-un anumit sens posibilitatea
unei ,restrangeri” interne a intuitionismului (am putea sd o numim i ,auto-
amendare” sau ,,auto-amputare”) este prezenta aici. Pe de alta parte, este vizata si
pretentia de absolutizare a pozitiei intuitioniste la nivelul Intregii matematici.
Bernays — cel putin in aceastd fazd de inceput a activitatii sale — este un moderat
(este probabil si ceea ce l-a apropiat de pozitia Iui Hilbert), care apreciaza ca
trebuie sa existe un echilibru Intre evidenta si abstractizare, intre finit si infinit, si
ca metoda de investigatie trebuie sa se adapteze obiectului cercetat in fiecare dintre
domeniile stiintei*’. Corespunzand dualititii (ireductibile) dintre aritmetica si
geometrie, intuitionismul i platonismul ar reprezenta atunci doud tendinte necesare
si complementare in matematica®', nefiind posibil a renunta la una dintre ele fard a
afecta iremediabil edificiul matematicii. Rezulta de aici un ,,platonism moderat™.

Totusi, sd mentionam ca unele considerente sau presupozitii de acelasi gen au
fost formulate si Tnainte de articolul lui Bernays. Astfel, in 1927, chiar Emile Borel
aprecia — aici 1n treacit insd, fard a dezvolta aceastd idee — ca este o intrebare
extrem de serioasd aceea daca ,.trebuie sd consideram un numar ca fiind cunoscut
in mod virtual atunci cand calculul sau este posibil din punct de vedere teoretic, dar
soliciti o cantitate de timp si de efort ce depasesc posibilititile omenesti™®.

38 Este ceea ce se numeste , teoria subiectului creator” cu privire la pozitia lui Brouwer fata de
cunoastere in genere; a se vedea in acest sens articolul nostru ,,Conceptul de subiect creator si
caracteristicile acestuia la L.E.J. Brouwer”, in Revista de filosofie, tom LXIV, 2017, 1, pp. 115-126.

3% P. Bernays, ,,Sur le platonisme...”, p. 63.

40Vezi aici si Miriam Franchella, ,,Beth and Bernays on intuitionism”, Philosophia Scientice,
tome 3, n° 4 (1998-1999), p. 137.

“I'p. Bernays, ,,Sur le platonisme...”, p. 66.

42 Astfel de considerente ne-au determinat sa il incadrim pe Bernays atat la 1), cat si la 3) in
analiza tipurilor de discurs relativ la instantierea finitismului strict pe care am schitat-o anterior.

3 Emile Borel, ,,A propos de la récente discussion entre M.R. Wavre et M.P. Lévy”, Revue de
Meétaphysique et de Morale, 34 (1927), p. 272.
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Este poate mai putin important exemplul pe care il dd fiecare matematician
sau filosof in parte pentru a arita ca existd numere care nu pot fi calculate, desi
punctul de plecare al regulii de formare a acestuia este facil de vizualizat /
construit. In acest caz, Borel aratd ¢ ne putem reprezenta usor primele patru cifre
zecimale ale numarului 7t (1415), dar ca este extrem de greu si nimeni nu a infatisat
urmatoarele 1415 cifre zecimale ale aceluiagi numar s.a.m.d. El constatd ca, daca
am continua o asemenea procedura de o mie de ori, am ajunge sa ne intrebam daca
putem spune ca acest numar poate fi calculat, de vreme ce am avea nevoie, pentru
a-1 obtine efectiv, de ,,miriade de fiinte umane”, iar pentru a-l nota in scris, de ,,0
cantitate de hartie mult mai mare decat greutatea globului pimantesc™. Spre
sfarsitul vietii, Borel va afirma chiar cé ,,atunci cand finitul devine foarte mare, el
da nastere acelorasi dificultati ca si infinitul”®.

*

Cat priveste stricto sensu denumirea de ,,finitism strict”, introducerea acesteia
se considerd cd 1i revine lui Georg Kreisel (1923-2015), intr-o recenzie la
Bemerkungen iiber die Grundlagen der Mathematik a lui Ludwig Wittgenstein™,
atunci cand caracterizeaza astfel o parte a contributiilor originale ale acestuia din
filosofia matematicii'’. Kreisel apropie in aceasta privintd demersul lui Wittgenstein de
cel al lui Bernays, apreciind cé cei doi au deschis astfel drumul spre investigarea
unui nou domeniu al fundamentelor matematicii**. Kielkopf preia ulterior termenul
si subsumeaza acestuia intreaga filosofie a matematicii a lui Wittgenstein,
consacrand in acest sens un intreg volum®.

Pe de alta parte, cuam mentionam anterior, Hao Wang (1921-1995), in cadrele
unei conceptii pluraliste i complexe cu privire la matematica, prefera termenul de
»antropologism” acolo unde Kreisel vorbea despre finitismul strict al lui
Wittgenstein®’, dar extinde aceasta semnificatie la o pozitie aparte in paleta scolilor

* Ibidem.

4> Apud M. Marion, op. cit., p. 215.

* Georg Kreisel, ,,Wittgenstein’s Remarks on the Foundations of Mathematics™, The British
Journal for the Philosophy of Science, Volume IX, Issue 34, 1958, pp. 135-158.

47 Crispin Wright, ,,Strict Finitism”, in idem, Realism, Meaning and Truth, Second Edition,
Blackwell, Oxford, UK & Cambridge, USA, 1993, p. 107.

8 G. Kreisel, op. cit., p. 149.

4 Charles F. Kielkopf, Strict Finitism: an examination of Ludwig Wittgenstein’s remarks on
the foundations of mathematics, Mouton, 1970. in viziunea lui Crispin Wright, Kielkopf greseste atat
fatd de Wittgenstein, cat i fata de interpretarea lui Kreisel atunci cand foloseste eticheta de ,,finitism
strict” pentru intreaga filosofie tarzie a matematicii a lui Wittgenstein (C. Wright, op. cit., 107). A se
vedea in acest sens si Mathieu Marion, op. cit., in special pp. 213-236.

3 Wang, raportandu-se chiar la felul in care Kreisel caracterizase pozitia matematicd a lui
Wittgenstein, va aprecia ca termenul de ,antropologism” (utilizat initial de Bernays in 1935 in alt
context) ar aduce in acest caz ,,ceva mai multd culoare” (a bit more colorful) (H. Wang, , Eighty
Years of Foundational Studies”, Dialectica, vol. 12 (1958), p. 474).
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de analiza a fundamentelor matematice si ofera o scurti teoretizare a acesteia’'. El
trimite 1n acest context doar la remarcile critice ale lui Bernays amintite si de noi si
la sugestiile continute de textele lui Wittgenstein. Concluzia sa este ca ,,[a]ntro-
pologismul nu preconizeaza o logicd a staticului, ci a dezvoltarii, a devenirii.
Astfel, deoarece tratarea fructuoasd a omului ca masind depaseste cu mult
cunoasterea §i Intelegerea noastra prezentd, antropologismul propune o tratare mai
mult behaviorista sau fenomenologica decét fiziologica a gandirii matematice”. in
momentul in care scria articolul sdu, Wang aprecia ca se deschide astfel un ,,camp
vag de cercetdri cu totul diferite de logica matematica”, desi, cum precizam mai
sus, directiile pot foarte bine sd coexiste in viziunea sa. Pe de altd parte, Wang
considerd ca ,,[l]ogica intuitionistd s-a putea dovedi aplicabila la antropologism.
Dar cine doreste sa adopte in mod consecvent pozitia antropologismului nu poate
accepta formularea uzuald a calcului intuitionist care permite formule arbitrar de
lungi si demonstratii arbitrar de lungi”>.

Dincolo de aceastd mentionare istorica, menitd doar a puncta o datd importanta
in istoria finitismului strict, reamintim ca vom reveni cu o analizd distinctd a
relatiei aparte pe care o putem identifica intre gandirea matematicului la
Wittgenstein si orientarea de care ne ocupam aici.

CONTRIBUTIA LUI DAVID VAN DANTZIG

Un caz aparte in contextul discutiei noastre il constituie David van Dantzig
(1900-1959), si el amintit doar in treacat de Cherubin si Mannucci. Pentru van
Dantzig, conflictul dintre formalism si intuitionism (acesta din urma atat in sens de
matematicd — la Brouwer, cat si de logicd — la Heyting) reprezintd de fapt
confruntarea sau competitia dintre doud modele alternative superioare (,tertiary or
higher”) ale matematicii. Intuitionismul propune un model mai complicat decat cel
al formalismului (si, de aceea, addugdm noi, mai greu de manevrat), dar aproximeaza
in schimb mai bine ceea ce se numeste activitatea, ,,gandirea” matematica, mai
exact este mai apropiat de ceea ce van Dantzig numeste modelul primar si cel
secundar care caracterizeaza orice comportament stiintific in genere. De retinut ca
ambele conceptii despre matematicd sunt pentru van Dantzig doud modele ale
matematicii, ambele departate pand la urmd de ceea ce inseamna activitatea
concretd a matematicianului (care presupune experienta, observatia etc.); conteaza
apoi perspectiva din care sunt privite, ceea ce le conferda anumite avantaje
comparativ vorbind™.

>l H. Wang, ,.Eighty Years...”, pp. 473-476; Hao Wang, Studii de logicd matematicd, trad. de
S. Vieru si U. Morgenstern, Editura Stiintifica, Bucuresti, 1972, pp. 45-47.

2 H. Wang, ,,Eighty Years...”, pp. 475-476; H. Wang, Studii de logicd matematicd, p. 47.

33 D. van Dantzig, ,,General Procedures of Empirical Science”, Synthese, vol. 5, nr. 9 (1947),
p. 449.
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In fapt, observatiile acestuia cu privire la distinctia dintre finit si transfinit,
apreciatd ca neputdnd fi definitd in mod operational, il conduc la concluzia ca
diferenta dintre abordarea formalista si cea intuitionistd din fundamentele matematicii
este doar una graduala: ,,Niciun «intuitionist» din lume nu a «construit» realmente
numarul 107110710 1n conformitate cu definitia sa initiald, asa ca acest numar are
«doar» o semnificatie «formala» pentru el, tot astfel precum numerele din clasa
celor transfinite™, astfel cd el ar trebui si respingd o buni parte din matematica
intuitionista. In afara unor exceptii precum E. Borel, M. Fréchet si G. Mannoury,
aratd van Dantzig, matematicienii, logicienii si filosofii au considerat — in mod
neproblematic — ca putem accede la fundamente absolute ale matematicii. Or, in
lumina celor mentionate anterior, ,,aceasta credinta trebuie sa fie caracterizata drept
o iluzie. In mod special matematica intuitionista nu poate fi apreciata in continuare
ca fiind (absolut) «exactd», desi se poate spune despre ea cid este «mai exactd»
decat matematica clasica””.

In ceea ce priveste propria sa propunere cu privire la matematic, van
Dantzig este congtient ca aceasta se constituie si ea tot intr-un model, si chiar intr-
unul destul de aproximativ (rough) — nu este vorba deci de pretentia de a oferi
descrierea ,,precisd” si ,,ultima” a unei realitati efective, ,,unice”. Dar, trebuie
observat cd un model care se situeaza pe sine — cum vedem — pe un anumit palier,
in insasi schema interpretativd propusd, incadreaza si evalueaza totodata alte
modele cognitive, el constituindu-se prin chiar aceasta intr-un meta-model. Am
putea chiar presupune ci ne confruntim in acest caz cu o dubla pretentie®, aceea
de a oferi un model atdt metateoretic, cat si unul ,,concret” (dar in sensul cel mai
larg cu putinti). in plus, pentru van Dantzig insusi avem de-a face aici cu un proces
dinamic, continuu, care nu poate fi redus la aceste elemente care devin ele insele
niste abstractii folositoare unei explicatii generale.

Schematic, acest proces al matematicii este redat de van Dantzig astfel: (1)
Experienta — Uitare — (2) Amintire — Simplificare — (3) Observatie —
Suprimare (Ellipsis) — (4) Descriere — Regularizare — (5) Model — Pornire
(Switching on) — (6) Formalizare — Absolutizare — (7) Inductie — Aranjare —
(8) Axiomatizare — Deductie — (9) Extindere — Oprire (Switching off) — (10)
Interpretare — Comportament inductiv — (11) Asteptare — Volitiune (Volition) —
Actiune”’.

Fireste, nu putem avea deloc ambitia, dat fiind cadrul expunerii in care ne
situdm, de a oferi si o Intelegere imediata ori detaliatd a acestui model, chiar daca
descrierea oferitd de autorul insusi ca bazd a discutiei nu este deloc una foarte

**D. van Dantzig, ,,Is 10110110 a Finite Number?”, Dialectica, vol. 9 (1955), p. 277.

35 Ibidem.

% Am putea si ne intrebim in ce misurd aceasti dubli pretentie poate fi satisficutd
concomitent in principiu.

7D. van Dantzig, ,,General Procedures...”, p. 450.
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extinsa>®. Se observd insi cu usurinti cum termeni consacrati din filosofia /
metodologia stiintei sunt aldturati unor elemente si le spunem comportamental-
psihologice — ceea ce oferd si o resemnificare a acestora din perspectiva
procesualitdtii cunoasterii. Pe de alta parte, trebuie subliniat cum o anumita fixare a
finalitatii procesului cognitiv (in acest caz, actiunea) determind implicit atat
structurarea evolutivd a modelului in cauzi, cét si evaluarea anumitor modele
concurente sau existente in peisajul cunoasterii (intuitionism, formalism etc.). Nu
este lipsit de importantd ca, desi modelul propus de van Dantzig vizeaza explicit
(doar) ,.stiinta empirica” (care apare de altfel chiar in titlul articolului in care se
desfagoara acest demers teoretic), unde, fireste, matematica joacd un rol, si unul
central, tocmai aceastd finalitate va fi de regésit si in intelegerea aparte a
matematicii insesi pe care, in siajul Cercului Significa, dar si al intuitionismului®”,
el o vede ca tindnd de actiune, efectivitate, realizabilitate, si nu de ordinul
Hteoreticului”. De altfel, van Dantzig il si citeazd in acest sens pe Brouwer cu
privire la ,.inlocuirea scopurilor cu mijloace”, i.e. a proiectiilor pur teoretice cu
ceea ce se poate realiza concret prin instrumentele cognitive posedate efectiv,
actiunea rezultata astfel reprezentdnd pentru el 1Insusi finalitatea activitatii
stiintifice in genere®.

In fapt, intreaga sa viziune despre stiintd este una influentatd de miscarea
Significa, de scrierile lui Mannoury in special. Van Dantzig se va delimita foarte
clar de ceea ce putem numi o conceptie formalistd in aceasta privinta, subliniind ca
el intelege stiinta ca reprezentand ,,un sistem de activitdti umane ce se deosebesc
de alte activitati umane printr-o observare atentd cazurilor in care acest termen este
utilizat efectiv in limbajul curent” (sublinierea apartine autorului). Este ceea ce el
numeste o atitudine ,.significala” (significal attitude)®'. In aceeasi nota, atunci cand
se discutd despre limbaj ca fiind analizabil doar in termeni de sintaxa si semantica,

3% Pentru intelegerea unora dintre termenii utilizati in aceastd schemi de van Dantzig nu putem
decat sa trimitem chiar la textul sau.

% A se vedea, pentru o deslusire teoretici mai buna a contextului general — teoretic si istoric —
specific acestui aspect, cu punctarea apropierilor si deosebirilor dintre Mannoury si Brouwer prin
raportare la ideile vehiculate In Olanda in Cercul Significa, studiul lui Erik Heijerman, ,,Relativism
and Significs: Gerrit Mannoury on the Foundations of Mathematics”, in H. Walter Schmitz (ed.),
Essays on Significs. Papers Presented on the Occasion of the 150th Anniversary of the Birth of
Victoria Lady Welby (1837—1912), John Benjamins Publishing Company, Amsterdam/Philadelphia,
1990, pp. 247-272.

0 Ibidem, p- 449. Cu observatia cd aici ,actiunea” trebuie consideratd intr-un sens foarte
general: ,,Chiar noi consideram cé@ o anumita actiune constituie scopul oricarei investigatii stiintifice,
si chiar dacd vedem justificarea unui model stiintific mai putin in vreun criteriu formal al
noncontradictiei, consistentei, verificabilitatii sau testabilitatii etc. decat in succesul (repetat si
regulat) al unor astfel de actiuni, sustinem aceasta doar daca termenul de «actiune» este luat intr-un
sens foarte larg. Nu vrem sa il restrangem la actiuni «practice» sau «tehnice», ci dorim sa includem
aici si experimente stiintifice, precum si actiuni de felul celor care de obicei sunt numite «mentale»,
e.g. constructii matematice sau logice” (ibidem, p. 454).

81 Ibidem, p. 441.
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sunt pierdute din considerare exact ,,cele mai importante elemente ale semnificarii”, si
anume ,relatiile pe care cuvintele le au cu persoana care vorbeste sau scrie (...),
respectiv cu persoana care asculta sau citeste”, pe scurt elemente care sunt cuprinse
in fenomenul infelegerii®.

Revenind la modelul amintit anterior, neluarea in seama a tuturor etapelor
evidentiate in acesta, sau minimalizarea anumitor etape, sau accentuarea excesiva
numai a unora dintre acestea, duce la obtinerea unor teorii trunchiate ale stiintei.
Astfel, ,,[d]acad sunt supralicitate, procesele semantice, sintactice si logice 4, 6, 8, 9
conduc la o atitudine formalistd”. Un astfel de exemplu il ofera Carnap, care ,,[i]n
loc sa foloseascd termenul «stiinta» asa cum se face in limbajul de zi cu zi, ca
pentru un sistem de activitati umane (sau ceea ce ele produc), in care cuvintele pot
sa apard sau nu, (...) il restrictioneaza la un sistem de cuvinte si simboluri, delimitat
de conditii mai degraba arbitrare si aprioristice privind «derivabilitateay,
«verificabilitateay, «testabilitatea» etc.”®.

Uneori astfel de demersuri stiintifice actioneaza chiar impotriva a ceea ce la
prima vedere pare a defini propriul lor cadru fundational — de exemplu,
»empirismul logic”, care, in mod curios, observd van Dantzig, pe ciat de multa
atentie acorda logicii, pe atat de putina o oferd empirismului de la care se revendica
principial. Empirismul care lipseste aici este tocmai ceea ce ar trebui sd se adauge
unui sistem formal alcédtuit in ultima instantd din propozitii izolate. Oricat de
»corect” (sau de bine alcatuit) ar fi acesta, legaturile dintre elementele care il
compun nu ar putea fi introduse decdt de luarea in considerare si descrierea
comportamentului cognitiv — non-formalizabil — in care oamenii interactioneaza in
mod concret sau efectiv cu formatiunile lingvistice in cauza, i.e. in conformitate cu
metoda folosita de cercul Significa.

Van Dantzig realizeaza separat si o abordare originala a principiilor intuitioniste,
care presupune mai intdi o prezentare generald a demersului lui Brouwer®. El

82 Ibidem, p. 442. Este interesant ci van Dantzig trimite, pentru o prezentare cit mai fideld a
acestor aspecte, nu doar la scrierile lui Geritt Mannoury, ci si la un articol publicat anterior de
Brouwer (,,Synopsis of the signific movement in the Netherlands. Prospects of the signific
movement”, 1946) in revista Synthese, unde se regasea si propria sa contributie la care facem referire aici.

83 Ibidem, pp. 454—455. Van Dantzig devine uneori acid relativ la pretentia formalistilor de a
oferi o privire asupra cunoasterii insesi — este luatd in vizor afirmatia aceluiasi Carnap conform careia
cunoasterea este un sistem formal care este completat cu o anumita interpretare. E ca si cum, arata
van Dantzig, am ,,defini «arta [plastica — n.n.]» ca fiind un catalog, completat cu un muzeu (in care
pot fi agdtate picturile)” (ibidem, p. 455).

% D. van Dantzig, ,On the principles of intuitionistic and affirmative mathematics”, in
Koninklijke Nederlandsche Akademie van Wetenschappen, Proceedings of the section of sciences,
vol. 50 (1947), North-Holland Publishing Company, Amsterdam, pp. 918-929, 1092-1103. Van
Dantzig este constient atat de ceea ce 1l apropie, cat i ceea ce 1l desparte pe alocuri de Brouwer.
Legat de prezentarea ,,obiectivda” (termenul ne apartine) pe care doreste sa i-o faca in primele pagini
ale articolului invocat de noi, van Dantzig isi exprima indoielile privind reusita descrierii sale,
mentionand Insa ca ,,am incercat sd parafrazez (...) propriile idei ale lui Brouwer fara a lasa sa
interfereze cu acestea opiniile mele intrucatva diferite, cu exceptia locurilor unde cele din urma imi
péreau a fi in acord cu ale sale” (,,On the principles...”, p. 918).
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pleacd aici de la observatia, corespunzand propriei sale conceptii de altfel, ca
matematica reprezintd pentru Brouwer ,,0 parte a activitatii umane, si nu un sistem
de carti, teoreme, cuvinte sau simboluri. Aceasta este (nu rezultatul experientei
umane, ci) o metoda de a trata despre (dealing with) experienta umana”®.

El indica cu acest prilej mai multe cauze pentru care matematicienii au opus
rezistentd modului intuitionist de gandire: lipsa de elegantd a matematicii
intuitioniste, care, de exemplu, utilizeaza mai multe notiuni acolo unde cea clasica
intrebuinteaza una singurd sau care apeleaza la o terminologie si notatii greoaie;
aprecierea ca o abordare constructivista nu este necesara in matematica etc. Dar cea
mai semnificativa dintre aceste cauze consti in relatia care se stabileste in
intuitionism intre matematica si filosofie, coroborat cu faptul ca in realitate multi
matematicieni ,,nu sunt interesati in mod deosebit de filosofie, si nici macar de
logica™®, cu alte cuvinte nu au nicio preocupare cu privire la cercetarea fundamentelor
propriei lor activitati.

Este important de subliniat acest ultim aspect atins oarecum 1in treacét de van
Dantzig, intrucat, apreciem noi, el deschide spre cateva ipoteze de lucru care se
impun a fi cercetate’”: a) implicarea intima a filosofiei in definirea premiselor
intuitioniste de baza la Brouwer; dar si b) afinitatea dintre filosofie si intuitionismul
matematic, mai precis a intuitionismului matematic in genere sau in sine (nu doar
al celui propus initial de Brouwer); la care se adaugd insa c) posibilitatea de a
decupla ,total” intuitionismul de filosofia lui Brouwer, care este deci independent
de aceasta, obtinandu-se astfel o ,,matematica intuitionista”. Altfel spus, chiar si
mai pe scurt: Brouwer a fost si un filosof, nu doar un matematician; intuitionismul
in genere este predispus in mod ,natural” la prezenta componentei filosofice; cu
toate acestea, poate fi evidentiat un domeniu strict matematic al intuitionismului.

De altfel, ceea ce face si van Dantzig Insusi in continuarea acestui studiu se
circumscrie ultimului din punctele de mai sus, el schitand un sistem al matematicii
afirmative, care Insa a fost criticat din perspectiva intuitionista, fiind definit ca
strict ,,formalist” (Griss) sau apreciat a nu reprezenta deloc o ,formalizare a
matematicii intuitioniste” (Heyting)®.

% Ibidem.

5 Ibidem, p. 922.

57 Primele doud sunt prezente si problematizate in articolele noastre dedicate lui Brouwer in
ultimii ani: ,,Paliere de analiza filosofica ale intuitionismului lui Brouwer. Conceptia lui Brouwer
despre comunicare si limbaj”, Studii de Istorie a Filosofiei Universale, vol. X1V, 2016, pp. 145-162;
»Conceptia lui Brouwer despre matematica din perspectiva unei analize filosofice a intuitionismului
sau”, Revista de filosofie, tom LXIII (2016), 6, pp. 761-776; ,,.Logica, logica matematica si principiile
logicii in viziunea lui L.E.J. Brouwer”, Probleme de logica, vol. XIX, 2016, pp. 55-60; ,,Conceptul
de subiect creator §i caracteristicile acestuia la L.E.J. Brouwer”, Revista de filosofie, tom LXIV
(2017), 1, pp. 115-126.

68 Cf. Alexandru Surdu, Elemente de logica intuitionistd, Editura Academiei R.S.R., Bucuresti,
1976, p. 124. Dupa cum noteaza critic si Al. Surdu, desi ,,este corect din punct de vedere formal”,
sistemul lui van Dantzig ,,nu poate sda duca la obtinerea unor rezultate pozitive, singurele care
intereseaza din punct de vedere intuitionist” (ibidem).
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Ramanand pe palierul filosofic al discutiei, sd notam cé gestul, sa il numim
,hermeneutic”, al lui van Dantzig din 1947% fata de pozitia intuitionisti a lui
Brouwer, punctat de noi in paragrafele precedente, se radicalizeaza ulterior. Astfel,
intr-un articol din 1949 in care analizeaza critic pozitia lui Brouwer cu privire la
proprietdtile negative (formulatd in 1948), van Dantzig prezinta, de la bun Inceput,
structura motivationald a ,,deconstructiei” acesteia, pe un dublu palier, presupunand
fiecare o dubld subdiviziune, intr-o amplificare evidenta a unei (potentiale, dar si
asumate de van Dantzig insusi) contestabilititi stiintifice. Intr-o prima faza se
sustine ca validitatea afirmatiei lui Brouwer depinde de: 1) ,.felul in care anumiti
termeni, nedefiniti in lucrare, sunt interpretati” si 2) ,,anumite presupuneri, in parte
de natura psihologica, care nu sunt mentionate in mod explicit”. Apoi, van Dantzig
afirma ca articolul lui Brouwer la care se referd: 3) ,,se bazeaza pe o filosofie
idealistd, care cu sigurantd nu va fi acceptata de toti cititorii, ceea ce 1i va determina pe
acestia s o invalideze, cel putin in prima instantd (in appearance)” si 4) este
redactat intr-un limbaj care amesteca enunturi ,,subiectiviste” cu altele ,obiectiviste””’,
ceea ce poate conduce la o pozitie inconsistenta.

Daca primul palier este unul al ,,clarificarii”, vizdnd mai degraba ceea ce am
putea numi ,,neatentia” (sau ,,neglijenta”) in redactare / formulare, al doilea este
unul al unei ,,amendari critice” ce se poate citi (si) ca o delimitare — el priveste
pand la urma o raportare explicitd la presupozitiile si problemele (dacd nu chiar
aporiile) implicate de tezele fundamentale sustinute de Brouwer.

Oricum, van Dantzig isi va propune in mod transant in acelasi articol o
»epurare” (termenul ne apartine) a contributiei Iui Brouwer de elementele filosofice
in vederea asiguririi unei lecturi logiciste. In propriile sale cuvinte, el va urmiri
deci: ,,1) sa dezlege rezultatul [matematic] de originea sa filosofica (to loosen the
result from its philosophical origine); 2) sa indice presupozitiile care stau la baza
acestuia si astfel 3) si il facd mai usor de inteles pentru logicisti (sic)”’". Mai mult,
el va urmari si sd ofere o dubld ,traducere” a problemei in cauzi, una strict
,subiectivistd”, alta strict ,,obiectivistd” (sau ,,formalé”)72, care fiecare in parte sa
fie mai consistenta decat pozitia initiald a lui Brouwer. Altfel spus, oricare dintre
pozitiile intre care Brouwer — constient sau nu — oscileaza, este de preferat in acest caz.

Fard a insista aici asupra acestei probleme’, si notim ci van Dantzig
observa, cu acest prilej, cu acuitate posibilele intelesuri distincte care pot fi atribuite
subiectului creator, mentionat de Brouwer Intr-un text anterior, considerand in

% in fapt, articolul lui van Dantzig din 1947 reia un text redactat, dar nepublicat, din 1941.

D. van Dantzig, ,,Comments on Brouwer’s Theorem on Essentially-negative predicates”,
Koninklijke Nederlandsche Akademie van Wetenschappen, Proceedings of the section of sciences,
vol. 52 (1949), North-Holland Publishing Company, Amsterdam, p. 949.

" Ibidem.

72 Termenii in cauzi corespund, mentioneazi van Dantzig, distinctiei datorate lui G. Mannoury
dintre o terminologie ,,introspectiva” si una ,,fizicalista”.

¥ Dupa cum am amintit deja, problema ,,subiectului creator” la Brouwer este abordati pe larg
de noi intr-un articol publicat anterior (vezi nota 38).
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acelasi timp ca Brouwer Insusi nu este deloc clar in aceasta privinta. Astfel, el arata
ca subiectul creator poate fi identificat cu: ,,1) autorul insusi, 2) un individ uman
(ales) arbitrar, 3) un individ uman care poseda anumite (care?) aptitudini intelectuale,
4) un sir «infinity de asemenea indivizi, care desfdgoard succesiv activitatile
atribuite subiectului creator, 5) un grup mai mult sau mai putin definit de indivizi
umani, e.g. toti matematicienii care poseda anumite aptitudini definite, sau orice
altceva”’®. Toate aceste interpretiri implicd pana la urma, dupa cum observa van
Dantzig, ,,0 ipoteza semi-empiricd” (anume ca va exista ,,intotdeauna” o fiintd umana
care sa doreasca si sa aiba capacitatea de a testa o anumitad asertiune matematica).
Pentru el, cea mai consistenta interpretare din punct de vedere ,,subiectivist” este 1)
cu completarea cd ,,oricare individ uman care citeste lucrarea [lui Brouwer], sau se
gandeste la aceasta, sau aude vorbindu-se despre aceasta etc. il poate interpreta
[subiectul creator] ca referindu-se la sine”’”. Dar aceasta ar insemna, precizeaza
van Dantzig, tocmai relativizarea conceptului de infinit, transpunerea sa in
orizontul finitudinii proprii fiecdrei fiinte umane, ceea ce Brouwer nu ar fi acceptat
totusi. Este vorba aici exact de problema (principiald am numi-o0) a raportului pe
care intuitionismul, in particular cel al Iui Brouwer, il poate intretine (sau nu) cu o
viziune strict finitistd. Mai mult, pentru van Dantzig ,,subiectul creator” poate fi
eliminat cu totul din discutia in cauza, prin simpla substitutie generica a subiectului
cu produsul activititii sale’®, obtinandu-se astfel o forma obiectivistd, acceptati nu
doar de logicisti (previzibil), ci — in mod surprinzator — si de intuitionisti (daca se
omit insd raportarile la meta-sistem, sintactic si semantic)’’.

Pentru van Dantzig, in fundamentele matematicii (dar si in toate celelalte
stiinte) trebuie tinut cont de ,posibilitatile limitate ale mintii omenesti si ale
dispozitivelor mecanice care o inlocuiesc pe aceasta”®. Din aceastd perspectivi
stricta, alaturi de alte exemple din istoria matematicii, chiar si ,,subiectul creator” al
lui Brouwer devine pentru el o entitate de genul unor ,,minti superioare fictive”
(fictitious superior minds)”. Raportarea critica a lui van Dantzig fatd de ,,subiectul
creator” introdus de Brouwer nu se regaseste insd doar la un nivel sd 1i spunem
general-filosofic sau al fundamentelor matematicii, ci §i in conexiune stransa cu
unele probleme concrete ale matematicii, cum ar fi existenta proprietatilor
(esential) negative sustinuta de Brouwer.

™ Ibidem, p. 950.

5 Ibidem, p. 951.

78 Al. Surdu constata aici un atac la adresa ,,subiectului creator” al lui Brouwer, de pe pozitii
anti-intuitioniste, care ar avea drept consecintd in cele din urma recuperarea interpretarii platonice in
privinta entitatilor matematice (Al. Surdu, op. cit., p. 95).

7D. van Dantzig, ,,Comments...”, pp. 956-957.

78 Idem, ,,Is 10110110 a Finite Number?”, p. 273.

" Van Dantzig mai aminteste aici de ,inteligenta” (numiti cel mai adesea ,,demonul”) lui
Laplace si ,,demonul” lui Maxwell. Stenlund apreciaza ca se mai pot face si alte adaugiri in acest
context: ,,Aceastd listd de exemple de «minti superioare» ar putea fi facutd mai lungd: am putea
include aici «intuitia purd» a lui Kant, «intuitia matematicé» a lui Godel si, poate, capacitatea mentala
de idealizare a lui Husserl care ne poartd dincolo de ceea ce el numeste /umea-vietii in domeniul
obiectelor ideale” (op. cit., p. 336).
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Ceea ce nu inseamna, pe de altd parte, dupa cum s-a putut vedea si pana in
acest punct final al prezentarii noastre, ca van Dantzig nu i este Indatorat in unele
privinte lui Brouwer® (dar si lui Mannoury), de exemplu chiar in felul in care
intelege activitatea matematicianului. Chiar daca, asa cum am remarcat, se delimiteaza
de ,,subiectul creator” al lui Brouwer, pe care il situeaza in arealul demersurilor de
tip fundationist-abstract in matematica, el apreciaza ca matematica nu reprezinta un
tip de cunoagtere printre altele (unul posedand limbajul sau specific), ci un tip de
gdndire care poate fi aplicat / regisit in orice proces de gandire®'. Aceasti idee il
apropie de Brouwer, care, dupa cum am incercat sa argumentam in unele dintre
articolele noastre pe care i le-am consacrat™, prin reflectiile sale cu privire tocmai
la subiectul creator deschide posibilitatea intelegerii matematicului ca un mod de a
fi al gandirii umane in genere. De aceea, precum in cazul lui Brouwer, la van
Dantzig matematicianul nu trebuie s apeleze la un referential extern — ceea ce ar
insemna atat o eschivare, cat si o lipsa de intelegere a Tnsesi esentei activitatii sale —
atunci cand este intrebat care este pand la urma scopul si utilitatea pentru care
invatam matematica — de reguld considerdndu-se cd matematica exprimd o
dezvoltare a gandirii logice, care isi giseste aplicare in tehnica si fizica®.
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