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The Paradoxes and the Diagonal Argument Method. The present study is a
survey of the applications for the diagonal argument and the Fixed Point Theorem in
the field of logic. We are mainly concerned with the application of the argument
regarding the study of the paradoxes in logic. By means of Fixed Point Theorem, we
notice the reactivation of validity paradox, an older theme of logic linked with Curry’s
paradox, Lob’s paradox and the paradoxes of the implication concept. Together, they
provide a new content for the formal ideas of truth, demonstrability and expressibility.
Regarding the notion of demonstrability, by solving Henkin’s problem, M. L&b (1955)
came to an interesting logic distinction: relative to a recursive arithmetic formal system S,
we always find a difference between what is effectively demonstrated in the system and
that what we are told to be demonstrated. The study presents these problems in an
accessible form with adequate commentary and lacking formal excesses.
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1. INTRODUCERE

Cunoscut din Antichitate, fenomenul paradoxurilor a redevenit actual spre
sfarsitul secolului XIX, odatd cu aparitia teoriei multimilor si a logicii matematice,
pastrandu-si de atunci nealterat interesul stiintific si filosofic pana in zilele noastre.
Un rol hotarator in relansarea problemei l-a jucat Principia Mathematica, celebra
lucrare elaborata de Alfred North Whitehead si Bertrand Russell intre 1910 si 1913,
care, odatd cu definitivarea noii logici, a dat si prima solutie la problema para-
doxurilor. Asa numita teorie a tipurilor logice, preconizatd de B. Russell inca din
Principles of mathematics (1903), reluata si perfectionata in Principia Mathematica,
reprezintd si astazi cadrul de referintd al discutiilor despre paradoxuri si despre
solutiile acestora.

Cei o suta de ani care ne despart de prima editie a Principiei Mathematica au
produs modificari adanci in toate compartimentele logicii matematice, inclusiv in
problema paradoxurilor, care Inregistreaza, odata cu noile paradoxuri, noi atitudini
si modalitati de abordare. Dialetheismul lui Graham Priest, aporetica lui Nicholas
Rescher, paradoxologia lui Krish Kandiah, teoria sistemelor formale inconsistente,
dar netriviale (asa numita logica paraconsistentd), sunt numai cateva dintre ele.
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Ce este paradoxul?

Semnificatiile termenului ,,paradox” sunt asociate In mod constant ideii de
contradictie. In Teoria sistemelor logice (1976), Gh. Enescu reproduce nu mai
putin de patru definitii ale termenului, toate axate pe contradictie:

I. Paradox = contradictie formala dedusa intr-un sistem teoretic (definitie relativa la sistem),

II. Paradox = contradictie intre doud propozitii a si b, astfel cd a = 4, din presupunerea lui a
urmeaza b, iar din presupunerea lui b urmeaza a.

II1. Paradox = propozitie din care se poate deduce o contradictie (in sensul lui IT).

IV. Paradox = contradictie formala irezolvabila cu mijloacele logice de care se dispune la un
moment dat.

La acestea, Enescu adaugd si doud acceptiuni mai speciale impuse de
teoremele lui Godel de incompletitudine, precum si de unele situatii din stiinta, in
special din fizica:

V. Paradox = propozitie adevarata care prin incercarea de a o demonstra intr-un sistem duce la
contradictie.

VI. Paradox = contradictie intre doud propozitii, ambele adevarate, dar luate intr-un context
nepotrivit'.

Definitii similare intalnim la mai toti autorii secolului XX preocupati de
fenomenul paradoxurilor. In Foundations of Mathematical Logic (1967), de exemplu,
H. B. Curry spune ca:

descoperirea facutd la inceputul secolului al XX-lea, ca existd argumente care — desi perfect
valabile din punct de vedere intuitiv — conduc totusi la contradictii, a cazut ca o bomba. Astfel
de argumente se numesc in prezent paradoxe sau antinomii®.

Ceva asemdnator spune i Elliot Mendelson in editia a patra a cartii sale
Introduction to Mathematical Logic (2001), unde vorbeste despre paradoxuri ca
despre ,,argumente ce duc la contradictii’”’>. Mendelson apreciaza ca mai importante
opt paradoxuri pe care le expune fara comentarii — paradoxul lui Russell, paradoxul
lui Cantor, paradoxul lui Burali-Forti, paradoxul mincinosului, paradoxul lui
Richard, paradoxul lui Berry, paradoxul lui Grelling si paradoxul lui Lob.

Desi continud sd vada in contradictie numitorul comun al paradoxurilor,
multi dintre autorii actuali preferd in definitiile lor termeni mai simpli, cum ar fi
acceptabil, valabil, incontestabil etc., fortand astfel extensiunea termenului ,,paradox”.
Dupa stiinta mea, cel care a dat tonul 1n tot acest proces de regandire logica
a paradoxurilor a fost R. M. Sainsbury cu cartea sa, Paradoxes (1981):

Un paradox poate fi definit ca o concluzie inacceptabild derivatd prin rationamente aparent
acceptabile din premise aparent acceptabile”.

'Gh. Enescu, Teoria sistemelor logice, p. 105.

2 Citat dupa trad. romaneasci, in vol. Logica i Filozofie, p. 201.
3 E. Mendelson, Introduction to Mathematical Logic, p. 1.

4 R.M. Sainsbury, Paradoxes (second edition), p. 3.
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Termenii acceptabil/inacceptabil nu fac parte din vocabularul logicii, ei sunt
luati aici 1n intelesul lor intuitiv, §i pot genera probleme in lipsa unor definitii si
reguli precise de utilizare (criteriile de acceptabilitate ale propozitiilor pot fi
diferite in trecerea de la o teorie la alta, ca sd nu mai vorbim de acceptabilitatea
inferentelor, demonstratiilor, definitiilor s.a.). In orice caz, definitia lui Sainsbury
i-a dat posibilitatea lui Michael Clark sa enumere in Paradoxes from A to Z (2007)
nu mai putin de 85 de paradoxuri (editia a doua consemneaza cu zece paradoxuri
mai mult decat prima si probabil ci celelalte editii au adus completari noi).

Inspirat de definitia lui Sainsbury, Dictionarul de Filosofie Oxford da termenului
»paradox” o definitie similara:

Un paradox apare atunci cand un set de premise 1n aparenta incontestabile conduce la concluzii
contradictorii sau inacceptabile”.

Conform Dictionarului, doud sunt situatiile subsumate paradoxului —
contradictiile si concluziile logic inacceptabile —, ambele rezultdnd din premise ,,in
aparentd incontestabile”. La fel in dictionarul lui Antony Flew, care la termenul
»paradox” are urmatoarea explicatie:

Situatie ce se iveste atunci cand, din anumite premise ce sunt acceptate toate ca adevarate, se
ajunge printr-un rationament deductiv valid la o concluzie care este fie intrinsec contradictorie,
fie aflatd in dezacord cu credintele indeobste acceptate®.

Si aici termenul ,,paradox” se referd la rationamente cu aparenta de validitate,
acesta duce fie la ,,concluzii contradictorii”, fie la ,,concluzii in dezacord cu credintele
indeobste acceptate”.

Acelasi gen de definitie 1l intalnim si in recenta carte a lui Roy T. Cook,
Paradoxes (2013), unde, prin ,, paradox”, autorul intelege un argument ce satisface
cateva conditii: a) premisele argumentului sunt adevérate sau, In orice caz, nepro-
blematice, b) opereaza cu reguli valide de rationare, ¢) concluzia argumentului este
falsa, absurda, necorespunzatoare (inappropriate) sau inacceptabila.

Aceste definitii, si lista poate fi continuata, dau posibilitatea operarii cu doua
sensuri ale termenului ,,paradox”. Un sens tare, acesta Insemnand contradictia
realizatd Tn mod expres sau explicit; si un sens slab (sau larg), in care contradictia
este doar implicita. Paradoxurile din enumerarea lui Mendelson, de exemplu, sunt
paradoxuri in sensul tare al cuvantului, In toate aceste paradoxuri contradictia se
realizeazd explicit, spre deosebire de paradoxul iertarii, s& zicem, unde contradictia
este doar implicita.

Se pleaca de la premisa ,,adevarata si neproblematica” privind actul iertarii.
Acesta se aplicd sau celor care merita, sau celor care nu meritd. Daca se aplica

5'S. Blackburn, Oxford. Dictionar de filosofie, p. 284
8 A. Flew, Dictionar de filosofie si logicd (trad. D. Stoianovici), p. 250.
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celor care meritd, iertarea nu isi are rostul, iar daca se aplicd celor care nu merita,
iertarea nu se poate realiza. Prin urmare, fie ca se aplica celor merita, fie celor care
nu meritd, iertarea nu este posibila.

Paradoxul, din cate observam, are forma unei dileme simple. Contradictia, ca
sa revenim la problema noastrd, apare intre concluzia rationamentului si faptul
iertarii din viata de toate zilele unde iertarea este nu doar posibild, de multe ori
ea este chiar necesard. O contradictie implicita, la fel ca in paradoxul confirmarii
(C. Hempel), paradoxul votului, paradoxurile soritice si multe alte paradoxuri
despre care nu am vorbit aici, dar care pot fi discutate In aceeasi termeni.

O problema a aparut inca de la inceputul secolul al XX-lea 1n orizontul cercetarilor
privind fenomenul paradoxurilor: de vreme ce contradictia este numitorul comun al
tuturor paradoxurilor, nu cumva aceste paradoxuri sunt manifestarea unei structuri
comune, a unui invariant pe care fiecare paradox sa il realizeze in felul lui?

S-au dat si cateva explicatii de acest fel. La inceputul deceniului 3 al secolului
trecut, H. Behmann atragea atentia asupra rolului jucat in paradoxuri de definitiile
abreviative (o specie a definitiilor nominale din logica) si de conditia pascaliand a
elimindrii definiendum-ului prin definiens. In paradoxul lui Russell, de pilda, unde
avem de-a face cu o asemenea abreviere, regula elimindrii nu se poate aplica fara
contradictie, de unde concluzia cd semnele abreviative sunt permise doar acolo
unde inlocuirea lor poate fi facutd fara probleme (respectarea regulii = evitarea
paradoxului). Si tot o explicatie de acest fel intdlnim la Ch. Perelman pentru care
schema comuna a paradoxurilor (invariantul) este datd de formula

(1) (Vx) [~xRx =xRa ],

Pentru cazul particular x = a, aceasta duce la contradictie, deci va trebui
eliminat @ din domeniul lui x. Asa stand lucrurile, schema (1) este inlocuita cu o
schema limitativa, ceva de genul: pentru orice x, mai putin a, ~xRx daca si numai
daca xRa:

2) (Vx/a) [~xRx = xRa]

Paradoxul s-ar datora asadar unei generalizari excesive (vezi eroarea
generalizarii pripite din logicd), insa, la Perelman, ca si la Behmann, se produce un
soi de cerc vicios — trebuie produsa mai intai contradictia §i abia dupa aceea
inventate regulile de evitare a ei.

In zilele noastre, o redesteptare a interesului pentru identificarea unei
structuri comune in functionarea paradoxurilor au produs-o aplicatiile logice ale
argumentului (sau rationamentului) diagonal. Cel putin aceasta este opinia lui
Keith Simmons care vede in metoda rationamentului diagonal nu doar posibilitatea
reformularii unora dintre paradoxurile clasice, ci si posibilitatea obtinerii de noi
rezultate, inaccesibile prin alte mijloace (Simons, K., 1993). Paradoxul mincinosului,
de exemplu, reformulat prin metoda rationamentului diagonal permite observatii
inedite privind universalitatea limbajului, definitia adevarului la Tarski, prima
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teorema a lui Godel de incompletitudine, teoria functiilor recursive s. a. La fel in
cazul celorlalte paradoxuri (vdzut prin prisma rationamentului diagonal, paradoxul
lui Greling este un caz particular al paradoxului lui Russell).

Lucrarea de fata isi propune si prezinte citeva dintre aceste probleme. Voi
incerca sa arat cum pot fi expuse unele dintre paradoxurile clasice prin metoda
diagonalelor si ce consecinte decurg de aici pentru intelegerea lor. Nu vor fi omise
nici celelalte teme circumscrise subiectului — teorema punctului fix, paradoxul
validitatii (reluat in contextul diagonalizarii), consecintele acestuia asupra ideii de
demonstrabilitate, corelatiile cu paradoxul lui Curry si cu paradoxul lui Léb, critica
de pe pozitiile intuitionismului matematic s. a. Din cite cunosc, aceste lucruri nu au
mai fost discutate pand acum 1in literatura roméneasca de specialitate.

2. CE ESTE RATIONAMENTUL (ARGUMENTUL) DIAGONAL?

Este rationamentul prin care Georg Cantor demonstra nenumarabilitatea
multimii numerelor reale. inca din secolul al XVI-lea, Galilei observase ci multimea
numerelor patrate poate fi pusad in corespondenta biunivocd cu multimea numerelor
naturale, iar Leibniz facea o observatie similara relativ la multimea numerelor pare.
Sunt Incélcale prin aceste corespondente cateva din principiile de fier ale logicii
clasice, in primul rand logica relatiei parte—intreg. Pe de o parte, multimea
numerelor patrate este inclusa in multimea numerelor naturale, deci este o parte
simpla a ei, iar pe de altd parte, cele doud multimi sunt in corespondenta biunivoca,
deci sunt egale numeric. De unde concluzia cé in logica multimilor infinite partea
este egala cu Intregul.

Despre numarabilitatea, respectiv nenumarabilitatea unei multimi, am vorbit
cu altd ocazie, aici ma rezum la a reaminti cateva lucruri de baza .

Dupa St. C. Kleene, o multime M este numdrabild (sau enumerabild) daca
elementele ei pot fi puse in corespondentd biunivocd cu multimea numerelor
naturale N. Cu alte cuvinte, M este numarabila daca permite o ingiruire (listare) a
elementelor ei, astfel ca: a) fiecare element din multime sd ocupe un anumit loc in
lista, b) acest loc sa poata fi asociat unui numar natural » din ordinea crescatoare a
numerelor, ¢) intre doud locuri consecutive sa nu existe alte elemente.

Una si aceeasi multime poate fi datd prin mai multe liste (insiruiri), cu
precizarea ca nu orice astfel de insiruire este neapdrat o enumerare. Multimea
numerelor naturale, de exemplu, poate fi datd printr-o listd care sd cuprindad intai
numerele pare si apoi pe cele impare®:

2,4,6,8,10,...,1,3,5,7,9, ...

" 1. Lucica, Concepte si metode matematice in logicd, p. 200 si urm.
¥ Exemplu prelucrat dupa G. Boolos si J. Jefrey, Computability and Logic , p. 1-10.
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dar este aceasta o enumerare? Desi completd — orice element din N se regaseste in
listd, si invers — elementele ei nu au pozitii determinate numeric, cum prevede
conditia b) din definitia numarabilitatii, deci lista nu poate fi consideratd o enumerare
corectd. Numarul 1, de pilda, ar avea pozitia o + 1, numarul 3 ar avea pozitia co + 2
si asa mai departe, niciuna dintre pozitiile astfel indicate nefiind un numar natural.
Deci, enumeararea exemplificatd nu satisface conditia impusa prin definitie numa-
rabilitatii.

In limbaj matematic, numarabilitatea unei multimi poate fi exprimati foarte
simplu cu ajutorul functiilor. Functia f: M — N, de exemplu, determind o enumerare a
multimii M daca pentru orice a € M existd un element unic f{la) € N, si invers (nu
existd niciun element din N care si nu fie imaginea unui element unic din M). in
felul acesta, orice pereche (a, fla)) din extensiunea functiei f asociazd un element
unic din M cu numarul lui de ordine din N, si invers. Daca exista cel putin un
element x din M care sa se sustragd corespondentei (enumerarii) facutd prin f,
atunci M este nenumarabila.

Care multimi sunt numarabile, care sunt nenumarabile si de ce?

Sunt numarabile in primul rdnd multimile finite (se include aici si multimea
vidd). Multimile infinite pot fi de asemenea numarabile cu conditia sd respecte
conditiile numarabilitatii. Multimea numerelor rationale, de exemplu, este o
multime infinit numarabila, ea include si multimea numerelor intregi (orice numar
intreg este numar rational, nu si invers). Pentru exemplificare, ma voi referi doar la
multimea numerelor rationale pozitive pe care le construim cu ajutorul urmatorului
tabel:

: 2, 3, 4,

Numerele intregi apar pe diagonala tabelului, ele sunt cazuri particulare de
numere rationale. Facand simplificérile si eliminand termenii redundanti, obtinem
in final lista

1,2,1/2,1/3,3,4,3/2,2/3, ...

in care: a) se regdsesc toate numerele rationale, ») fiecare numar rational are o
pozitie unica, numeric determinati, c) Intre doua pozitii consecutive nu exista alte
numere. Prin urmare, multimea numerelor rationale este o multime infinit
numarabila

Cu totul altfel stau lucrurile in cazul multimii numerelor reale. Ne limitam la
numerele reale din intervalul [0, 1] care 1l au pe 0 ca parte intreagd urmat de o
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dezvoltare zecimala infinitd. Construim pentru enumerarea acestei multimi un tabel
asemanator celui de mai sus (tabelul 2). Literele v, f din tabel sunt prescurtari
pentru adevar si fals, ele au rolul de a indica faptul cd un numar natural # este (sau
nu este) a n-a zecimald a numarului real R,. De exemplu, numarului real R, 1i
corespunde succesiunea f, f, v, v, ..., prin urmare, in dezvoltarea zecimala a lui R,
numarul 3 apare in a treia pozitie, iar numarul 4 in a patra pozitie, In timp ce 1 $i 2
nu apar in prima, respectiv a doua pozitie, locul lor fiind marcat in succesiunea lui
R, cu f. In felul acesta, fiecare numdr real R, din intervalul [0, 1] are asociatd o
succesiune unica de v si f.

1, 2, 3, 4,

RI v, f; f; v,

R2 ﬁ v, ﬁ ﬁ

R; v, v, i v,

R4 s s v, v,
Tab. 2

Daca tabelul 2 nu ar contine si alte numere, multimea numerelor reale din
intervalul [0, 1] ar fi o mulfime infinit numarabila, la fel ca multimea numerelor
rationale, Tnsa tabelul ne ajuta sd observam si altceva. Pe diagonala tabelului apare
succesiunea v, v, f, v, ... , care, conform ipotezei, ar trebui s corespunda si ea unui
numar real. Intdmplitor, diagonala corespunde numirului real R;. Negatia
diagonalei da 1nsa §i ea o succesiune, este succesiunea f, f, v, f ..., iar intrebarea care
se pune acum este ce numar defineste aceasta noud succesiune §i cui apartine el?

Fie R* acest numiar. Conform ipotezei de constructie, R* diferd in prima sa
zecimald de R;, in a doua zecimald de R), in a treia de R;, si asa mai departe, R
diferd de fiecare numar din tabel prin cel putin o zecimald. Deci, R® nu poate
apartine enumerarii. Dacd am forta totusi lucrurile si 1-am adauga listei, s-ar obtine
o altd enumerare, si deci un alt tabel, care si el ar avea o diagonala, si deci un
numadr care sa se sustragad noii enumerari, si tot aga, la infinit. Prin urmare, nu unul,
ci o infinitate de numere pot fi obtinute in acest fel, de unde rezultd cd multimea
numerelor reale din intervalul [0, 1] nu este numarabild, infinitatea ei difera de
infinitatea numerelor naturale (densitatea lor nu este aceeasi).

Metoda Iui Cantor se aplicad astdzi in diverse forme — unii preferd sa
vorbeasca despre clasa (eventual familia) argumentelor diagonale — toate avand la
baza aceeasi idee a diagonalizarii.

In cartea sa Introduction to Metamatematics (1971), Kleene demonstreazi
nenumdrabilitatea functiilor aritmetice de un argument cu ajutorul unui tabel din
categoria celor invocate, urmand o logica ce aminteste de metoda rationamentului
prin reducere la absurd. Tabelul 3 pune in corespondenta multimea functiilor
aritmetice de un argument (dispusa pe verticald), cu multimea numerelor naturale
(dispusa pe orizontald):
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0, 1, 2, 3,

Jo(x) So0), - o1, fo(2), So3)s
J1(x) 10, A, £, fo(3),
J2(x) £0), - A, £, fo(3),
S3x) S0, M), /2, /O,

Valorile acestor functii pentru valorile 0,1, 2, 3, ... ale argumentului x apar in
tabel la intersectia dintre linia functiei si linia argumentului. De exemplu, pentru
valoarea 4 a argumentului x, functia f5(x) are valoarea f,(4). La fel pentru celelalte
functii.

Diagonala tabelului indica functia f,(x), care pentru valorile 0, 1, 2, ... ale
argumentului x ia valorile: f5(0), f; (1), f> (2) etc. Mai departe, cu ajutorul functiei
f(x) se defineste functia:

(1) ) =fre(x) +1,

care, daca ar apartine tabelului, ar trebui s aiba si ea un numar de ordine, sa zicem
k. S-ar obtine deci functia f; (x) definitd prin

(2) fi@) =1 (x)+ 1.

Dar pentru ci x si k au fost alese la intamplare, Kleene ia cazul particular £ = x,
ceea ce da functia:

3) Slx)=fe () + 1,

insd acesta contravine principiului identitatii. Deci, functia f; (x) nu poate face parte
din enumerare, deci multimea functiilor aritmetice de un argument nu este o
multime infinit numarabila.

3. PARADOXURI SI DIAGONALIZARE

Metoda rationamentului diagonal s-a dovedit utila in studiul paradoxurilor.
Nu este vorba de simple reformulari, acestea, intr-adevar, nu ar prezenta un interes
prea mare, ci de fapte si rezultate noi, inaccesibile prin alte metode. Inca din
Principles of Mathematics, Russell atragea atentia asupra argumentului diagonal
prin intrebarea: cand argumentul produce teoreme si cand produce el paradoxuri?
Dupa stiinta mea, nici astdzi intrebarea lui Russell nu are un raspuns satisfatator.

3.1. PARADOXUL LUI RICHARD

de fatd mai multe variante ale paradoxului, diferite de formularea originald data de
J. Richard in 1903, insa aici nu ne preocupa istoricul problemei, aga voi alege una
dintre variantele cele mai simple ale paradoxului.
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Fie I' multimea numerelor finit definibile din intervalul [0, 1] si N;, N3, N, ...
numerele acestei multimi scrise in forma zecimald (o definitie este finita daca in
componenta ei intrd numai succesiuni finite de litere, simboluri, termeni etc.).
Fiecare numar N; are ca parte intreaga pe 0, urmat de o dezvoltare zecimala infinita.
In continuare se construieste numarul R care il are pe 0 ca parte intreagi, dar care
difera de fiecare numar N; din I" prin zecimala cu numarul de ordine i. Numarul R
diferda de N, prin prima sa zecimala, de N; prin a doua zecimala, de N; prin a doua
zecimald si asa mai departe, R diferd de fiecare numar din ' printr-o zecimala
corespunzatoare pozitiei acelui numar in I'. Ceea ce Inseamnd ca R nu poate face
parte din I'. Pe de alta parte, R dispune de o definitie finita si deci ar trebui sd faca
parte din I, acesta fiind paradoxul.

Diagonalizarea paradoxului poate viza numerele richardiene propriu-zise sau
numai definitiile acestora. Sa& ludm primul caz. Presupunind cd multimea
numerelor richardiene din intervalul [0, 1] ar fi infinit numarabila, fiecare numar
din I" ar avea o dezvoltare zecimald infinitd. Notdm cu Z; zecimala cu numarul de
ordine /i a numarului richardian N; si facem enumerarea tuturor zecimalelor
numerelor richardiene conform urmatorului tabel:

1, 2, 3, 4,
N; Zn, Zy, Z13, Zys,
N, Zs1, Zy, Zs3, Z4,
N; Z31, Z3), Z3, Z34,
Ny Zy, Za, Z3, Zy,
Tab. 4

in tabelul 4, Z;; este prima zecimala a numarului N;; Z;, este a patra zecimala
a numarului N;; Zs; este a treia zecimala a numarului Ns etc. Si pentru ca diagonala
indicd zecimala Z,,, adicd zecimala cu numarul de ordine » a numarului N,,
formam in continuare zecimala Z,, + 1 corespunzatoare unui numar richardian pe
care il notdm R;. Asa cum am mai spus, R; nu poate apartine multimii I" Intrucét
difera de fiecare numar al acesteia, dar, pentru ca are o definitie finita, el trebuie sa
apartina.

Ce se intampla daca in locul numerelor richardiene luam definitiile lor?

In esentd, rationamentul este acelasi. Notim definitiile richardiene cu Def;,
Def;, Def; etc. Daca o definitie Def; se aplica unui numar N, vom scrie Defi(V,), iar
dacd nu se aplicd, vom scrie non-Def(N,). Enumerarea definitiilor da o lista
similara tabelelor construite pana acum:

Def; (N1), Defy (N2), Defi (N3), ...
Def; (N), Def; (N3), Def, (N3), ...
Def; (Ny), Def; (N,), Defs (N3), ...
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Diagonala indica aplicatia Def,(N,) care genereaza aceeasi intrebare: putem
gasi un numar N; astfel ca non-Def;, (N;)? Daca da, atunci non-Def; (Ny), fiind tot o
definitie richardiana, va trebui sa corespunda unui numar richardian, sa zicem N;:

4) Def; (Ni) = non-Defi. (Ni)
Pentru cazul particular i = £, relatia (4) da contradictia
) Defi. (Ny) = non-Defi. (Ny).

Paradoxul lui Richard poate fi corelat cu conceptul de adevar (la Tarski) si cu
conceptul de demonstrabil (la Godel). Aplicatiile conceptului de demonstrabil au
fost initiate de Finsler si au avut drept scop construirea de propozitii indecidabile
(Finsler 1-a precedat pe Godel, utilizand o forma a paradoxului lui Richard, 1nsa, in
loc sé foloseasca, la fel ca Richard, notiunea de definitie, el foloseste, cum va face
mai tarziu Godel, notiunea de derivare).

3.2. PARADOXUL MINCINOSULUI

O reformulare a paradoxului mincinosului prin metoda diagonalizarii poate fi
obtinutd dupd cum urmeaza. Enumeram printr-un tabel din categoria celor examinate
propozitiile unui limbaj L, precum si predicatele de propozitii din L. Este vorba de
predicate propozitionale, cum ar fi: propozitie adevaratd, propozitie atomard,
propozitie formata din trei cuvinte etc. De exemplu, P; poate fi propozitia ,,Zapada
este alba” si @; predicatul propozitie formata din trei cuvinte. Simbolul ,,®;(P,)” va
insemna: ,,Zapada este albd” este propozitie formata din trei cuvinte. Se intelege ca
unele dintre propozitiile obtinute in acest fel vor fi adevérate, altele false, insa,
pentru moment, nu ne intereseazd valoarea de adevar a acestor propozitii, ci doar
enumerarea lor:

PO: Pls P23 P3’
D DoPy,  DPy,  DPy,  DoPs,
D, ®Py, @P;, PP, DP;,

@, DPg,  DyPy,  D,Py, DGPs,
@5 ®3Pp, D3Py, D3P, D3P,

Predicatul Fals, fiind tot un predicat propozitional, va figura si el in lista @,
®,;, Oy, ... cu un numar de ordine, sd-1 notim cu m. Se va obtine in acest fel
succesiunea de propozitii: ®,,Py, ®,P;, ®,P,, ..., adica:

P, este falsa,
P, este falsa,
P, este falsa etc.
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Propozitia ,,P,, este falsa”, simbolizata cu ®,P,, apartine succesiunii (este
chiar diagonala tabelului), deci va avea si ea un numar de ordine. Notdm cu 7 acest
numar si formam identitatea

P;=Fals (P,,),

care, pentru cazul particular i = n, di propozitia P; = Fals (P;). Insi aceasta este
chiar paradoxul mincinosului (propozitia P; enuntd propria sa falsitate).

3.3. DEFINITIA ADEVARULUI SI INCOMPLETITUDINEA EXPRESIVA A LIMBAJULUI

Prin negarea diagonalei in tabelul 5 obtinem multimea de propozitii
~DoPy, ~@ Py, ~0,P, ...

corespunzatoare predicatului ~®,,. Propozitia ~®,P, difera de fiecare dintre
propozitiile tabelului in maniera deja indicata. Dar, daca ®,, a fost predicatul
falsitatii, ~@,, va fi predicatul adevarului. De unde rezultd ca adevarul este un
predicat ce nu se regaseste printre predicatele limbii L. Prin urmare, nu putem da o
definitie a adevarului in termenii lui L, o asemenea definitie cere un limbaj de ordin
superior, un metalimbaj (definitia tarskiand a adevarului spune acelasi lucru, dar
intr-o alta forma).

La Tarski, limbajul natural este universal si semantic universal (distinctia i
apartine lui K. Simmons), el exprima tot ceea ce poate fi in genere exprimat, chiar
si propria lui semantica. Or, din cite s-a vazut, rationamentul diagonal demonstreaza
contrariul — limbajul natural nu este nici universal, nici semantic universal.

Faptul cd limbajul natural nu poate exprima orice concept apare la K.
Simmons ca un tip aparte de incompletitudine pentru care foloseste expresia de
incompletitudine expresivd a limbajului’. Simplu spus, relativ la un limbaj L, va
exista intotdeauna un concept x care nu poate fi exprimat prin mijloacele de
expresie din L. Or, prin metoda rationamentului diagonal s-a demonstrat cd un
astfel de concept este chiar conceptul de adevar.

Insa nu doar conceptul de adevir si paradoxul mincinosului atesti incomple-
titudinea expresiva a limbajului, aceeasi incompletitudine poate fi demonstrata si in
general, independent de un concept anume. Voi reproduce in acest scop un rezultat
pe care l-am obtinut in legatura cu definitia logica a conceptului, rezultat care pune
in evidenta incompletitudinea expresiva a limbajului intr-un mod mult mai simplu
si mai direct.

Dat fiind cd orice concept se exprimd in limbaj printr-un termen sau
combinatie de mai multi termeni, notam cu C), C,, Cs, ... conceptele si cu T3, T, T, ...

® K. Simmons, The Universality and the Liar. An Essay on the Truth and the Diagonal
Argument, p. 15 si urm.
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termenii prin care se exprima aceste concepte intr-un limbaj L (sau intr-o clasa L de
limbaje).'” Mai departe, dispunem cele doud multimi conform cu metoda diago-
nalizarii:

Ty, Ty, T, Ts,
Cy v, 7 v, v,
C, A VA v, iA
C, 3 v, v, v,
C; v, ' v, )
Tab. 6

Succesiunea de v si f din dreptul fiecarui concept are rolul de a indica
termenii prin care se exprima acesta. Dacd la intersectia lui C; cu 7; se afla v,
inseamnd ca C; se exprima prin 7}, iar daca se afld f, inseamna ca C; nu se exprima
prin 7;. De pilda, lui C, i corespunde succesiunea v /v v ... , deci C, se exprima
prin Ty, T», T, ..... In schimb, C; se exprimd prin 7y, 75, T, .... pentru ca lui C, i
corespunde succesiunea fvvv....

Pe diagonala tabelului se formeaza succesiunea v f'v f ..., care si ea caracte-
rizeaza un anumit concept (este chiar conceptul Cs din enumerarea noastra). Insa,
pentru scopul urmadrit aici, importanta este negatia diagonalei, respectiv f'v f v... .
Intrebarea este ce concept caracterizeazi aceasti noud succesiune?

Dacd notdm cu C* presupusul concept, vom observa imediat cd C diferd in
prima sa pozitie de Cy, in a doua pozitie de C;, in a treia pozitie de C,, si asa mai
departe, C" difera de fiecare dintre conceptele enumerdrii noastre. Aceasta este tot
una cu a spune ca existd cel putin un concept neexprimabil in L, un concept care,
iesind din enumerare, nu se exprima prin niciunul dintre termenii lui L. Prin
urmare, limbajul L este conceptual (sau expresiv) incomplet.

4. TEOREMA PUNCTULUI FIX

Revin la tabelul 3 pentru o alti observatie. In tabel sunt listate numai functiile
numerice de un argument printre care figureaza si functia constanta f{x) = x. Fiind
tot o functie numericd de un argument, functia f{x) va avea §i ea un numar de
ordine, sa zicem m, deci f{x) = f,(x). Pentru valoarea x,, a argumentului x, aceasta
va da functia diagonala

(1) JnXm) = X

19 Pentru detalii, vezi 1. Lucica, Schifa unei teorii logice a conceptului (I) in ,Probleme de
logica” vol. XIII, p. 41-60.
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Intre £,,(x,,) si x,, este acelasi raport ca intre P, si Fals(P,) din diagonalizarea
mincinosului. Generalizat, acest raport se exprima prin asa numita

Teoremd a punctului fix: Daca ®(x) este o formula din limbajul unei teorii T
in care x este singura variabila libera, atunci exista o propozitie H in limbajul
lui T, astfel cd |-r H= O(H)".

Despre propozitia H spunem ca este punctul fix al formulei ®(x), tot asa cum
Xn este punctul fix al functiei f,,(x). Pentru ca aceasta functie apartine diagonalei A,
raportat la enumerarea £ putem aserta relatia

2) Jn(Xm) € A(E).

Teorema punctului fix si teorema diagonalizarii inseamna, practic, acelasi
lucru. Observatia nu este lipsitd de importantd dacd ne gandim ca cele mai multe
dintre paradoxurile examinate sunt consecinta directd a teoremei punctului fix. In
paradoxul mincinosului, cum s-a vazut, propozitia P este un astfel de punct fix
pentru Fals(x). La fel in paradoxul lui Russell, unde /mp este punctul fix pentru
Imp(x).

Interesanta este aplicarea teoremei punctului fix in studiul implicatiilor. Daca
notdm cu B(x) implicatia x — Q si cu P punctul ei fix, se ajunge la P = B(P),
respectiv, P=P — Q.

Echivalenta P = P — Q se obtine in acelasi mod. Fie ' = {Py, P;, P, ... }
multimea propozitiilor unui limbaj L din care fac parte si propozitiile implicative
P; — Py. Dispunem aceste implicatii conform metodei diagonalizarii:

Po—)Po,P()—)P],P()—>P2,P()—>P3,....
PI—)Po,PI—)PI,P1—>P2,P1—>P3,...
P, > Py P,>P;,, P,—> P, P, —>P;, ..

Fie acum P,, —> P, o implicatie oarecare din tabel. Fiind o propozitie din I,
va avea si ea un numar de ordine, sa zicem r. Deci P,= P,, — P,. Mai departe, ne
intereseaza implicatiile dintre P, si P,, respectiv, P, — P, si P, —> P,. Prin
tranzitivitate, ele dau implicatia diagonala P, — P,. inlocuim in cele doua
implicatii pe P, cu echivalenta ei P,, —> P, si obtinem: P,, —> (P,, = P,), respectiv,
(P, > P,) > P,. Aceasta este o implicatie reciproca, deci poate fi reformulata prin
echivalenta:

3) Py= (P> Py)
Asa cum am spus, propozitia P,, este punctul fix al implicatiei x — P,, deci si

enumerarea implicatiilor permite o diagonalizare corespunzatoare.

"' Cu H* este numirul gddelian al propozitiei H, notiune ce va fi introdusa ceva mai departe.
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5.DACA 2 + 2 =4, ACEASTA IMPLICATIE ESTE FALSA

Propozitia (3) din paragraful anterior este o implicatie autoreferentiala, la fel
ca implicatia din titlul prezentului paragraf. Aceste propozitii dau posibilitatea
corelarii intr-o maniera ineditd a paradoxurilor implicatiei materiale cu paradoxul
mincinosului. S& urmam procedurile obisnuite si sa presupunem ca propozitia din
titlu ar fi adevarata. Fiind vorba de o implicatie cu antecedent adevarat, consec-
ventul ei va trebui sa fie la fel de adevarat. Dar consecventul spune ca implicatia
este falsa si, dacd spune adevarul, implicatia este falsa. lar dacé este falsd (a doua
presupunere), avand in vedere ca antecedentul ei este adevarat, consecventul ar
trebui si fie fals. Insa consecventul spune chiar acest lucru, ci implicatia este falsa
si, dacd este fals, urmeaza cd implicatia este adevaratad. Ca si 1In paradoxurile
clasice, din supozitia de adevar urmeaza falsul si din supozitia de fals, adevarul. Sa
mai notam cd prin contrapozitia implicatiei se ajunge tot o propozitie paradoxala:

(J) Daca aceasta implicatie este adevarata, atunci 2 + 2 # 4.

Din supozitia de adevar, avand in vedere falsul consecventului, urmeaza
falsul antecedentului, deci este fals cd ,aceastd implicatie este adeviratd”, deci
»aceasta implicatie este falsd”. Si dacid ,aceastd implicatie este falsd”, intrucat
consecventul ei este fals, antecedentul trebuie sia fie adevarat, deci ,aceasta
implicatie este adevarata”.

Ce fel de paradoxuri sunt acestea? Sunt ele variante ale paradoxului
mincinosului dat fiind ca propozitiile in cauza fac asertiuni despre propria lor
valoare de adevar? Sau sunt paradoxuri implicative, avand in vedere cd uzeaza de
cazurile de adevar/fals ale implicatiei?

Dupa parerea mea, sunt paradoxuri combinate sau paradoxuri de trecere,
daca mi se permite formularea, ele Intrunesc conditiile ambelor paradoxuri.
Interesant este ca si aceste paradoxuri isi au istoria lor, dupa cum voi Incerca sa arat
in cele ce urmeaza.

5.1. PARADOXUL VALIDITATII (PSEUDO-SCOTUS)

In manualele de logicd, un rationament deductiv este apreciat ca valid daca
premisele lui nu pot fi adevarate si concluzia falsa. Cand rationamentul este valid si
premisele lui adevédrate, cu necesitate logica si concluzia rationamentului va fi
adevaratd. Pseudo Scotus (logician englez din secolul XIV) a formulat impotriva
definitiei validitatii urmatorul argument:

(D) Deus est, igitur non valet consequentia

(Dumnezeu exista, deci nu decurge aceastd consecinta).

Asemanarea cu paradoxurile examinate mai sus este evidentd. Din supozitia
de validitate, dat fiind ca rationamentul are o singurd premisa §i aceasta este
adevarata (chiar necesar adevaratd), concluzia va trebui sa fie si ea adevarata. Dar
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concluzia spune ca rationamentul este nevalid (numai cand este nevalid nu decurge
concluzia), prin urmare, daca rationamentul este valid, el este nevalid. lar daca este
nevalid, fiind vorba de un rationament deductiv, Inseamnad cd premisa lui este
adevérata si concluzia falsd. Concluzia nu decurge in mod valid din premisa. Dar
concluzia lui tocmai acest lucru spune, ca nu decurge in mod valid din premisa si
atunci concluzia lui este adevarata. Fiind un rationament cu premisa adevarata si
concluzie adevarata, el este valid. Exact ca in celelalte paradoxuri, din supozitia de
validitate urmeaza nevaliditatea, iar din supozitia de nevalidate, validitatea.
Rationamentului (D) i corespunde implicatia autoreferentiala

(K) Daca Dumnezeu existd, nu are loc aceasta consecintda (sau aceasta implicatie),

care nu difera esential de implicatia din titlu. Or, tocmai aceasta autoreferentialitate
este cea care a dat posibilitatea reformuléarii paradoxului prin metoda argumentului
diagonal si a teoremei punctului fix (vom vedea ceva mai tarziu ca atat in
paradoxul Iui Curry, cét si in paradoxul lui Lob, intervine implicatia U = U — B,
respectiv U = U — f, care traduc in limbaj simbolic propozitiile examinate).

Sa revenim la paradoxul validitatii. De vreme ce fiecare paradox semnaleaza
ceva, o problema anume, ne putem intreba ce probleme semnaleaza acesta? Este
afectat conceptul de validitate asa cum este afectat prin paradoxul mincinosului
conceptul de adevar? Si cum trebuie corectat conceptul de validitate pentru a iesi
de sub incidenta paradoxului?

Nu existd un acord astdzi in privinta raspunsurilor. Autori precum H. Field
(2008), L. Shapiro (2012), Beall & Murzi (2013) s.a. pun conceptul de validitate la
rand cu conceptele de adevar, cunoastere, multime etc., in opinia lor aceste
concepte se cer corectate ca efect al paradoxurilor. In schimb, J. Ketland (2012),
R. T. Cook (2013) s.a. nu recunosc autenticitatea paradoxului, pentru ei aceste
pareri sunt pur si simplu gresite. Este invocat in discutii caracterul formal al
conceptului de validitate. Pe scurt, B se deduce in mod valid din 4 dacd ratio-
namentul 4 |- B provine dintr-o forma logic validd de rationament. Aceste forme
inferentiale valide sunt caracterizate de regula substitutiei:

(RS) Daca A4 si B sunt doua expresii care il contin pe X si dacd Y este de
acelasi tip cu X, atunci, dacd 4 |- B este o deductie valida, rationamentul
A[X/Y] |- B[X/Y] obtinut prin substitutia lui X cu Y In 4 si B va fi de
asemenea valid.

Respingerea paradoxului validititii se face in virtutea acestei reguli. Pentru
ca nu putem indica o forma validd de rationament din care s rezulte (D), si nici in
(D) nu putem opera substitutii prin care sa ajungem la o formd valida, ratio-
namentul (D) nu este un rationament autentic si, in consecintd, nici paradoxul
validitatii un paradox autentic.

Cu aceasta s-ar zice ca problema a fost rezolvata, insa lucrurile nu s-au oprit
aici. Actualele discutii pe tema paradoxului validitatii au ca punct de plecare nu
formulari de genul celor examinate pana acum, ci un presupus predicat al
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validitatii, care, adaugat axiomelor unei teorii formale, duce la contradictii. Dupa
Roy T. Cook (2013), de exemplu, o astfel de contradictie rezulta cand adaugam
axiomelor lui Peano regulile de introducere si eliminare ale predicatului Val(x,y)
(citeste: y se deduce valid din x):

(RI). Oricare ar fi expresiile 4 si B ale unui limbaj formalizat L, dacd 4 |- B,
atunci

D |- Val (A", B")"
(RE). Pentru oricare doua expresii 4 si B din L:
|- Val (A", B) = (4 — B).
Adaugate axiomelor lui Peano (PA), cele doud reguli dau o deductie de tipul
(PA) (PA), X |- L

in care L este semnul contradictiei, iar £ este echivalenta obtinutd prin teorema
punctului fix, respectiv:

(0% Y= Val (2, 1).

Se demonstreaza in acest fel inconsistenta aritmeticii lui Peano, care, in
opinia autorului, este altceva decat paradoxul validitatii. Insa demonstratia uzeaza
de predicatul validitatii, deci o legatura cu paradoxul totusi exista.

5.2. PARADOXUL LUI CURRY

Logica modernda a reeditat paradoxul validititii Tn doud variante — prin
paradoxul lui Curry si prin paradoxul lui Lob. Diferite ca intentie si ca forma de
exprimare, cele doud paradoxuri s-au dovedit a avea totusi multe lucruri comune.

In ce priveste paradoxul lui Curry, acesta are legituri cu paradoxul
mincinosului, cu paradoxul lui Russell si cu paradoxul lui Richard, fara a putea fi
redus totusi la vreunul dintre ele. A fost construit de matematicianul american
Haskell Curry in doud etape. Prima etapa, data de studiul sdu The Paradox of
Kleene and Rosser (JSL, 1941), are ca scop simplificarea paradoxului construit de
Kleene si Rosser in 1935 relativ la calculul A-conversiunii si la un sistem de logica
combinatorica creat tot de H. B. Curry, in 1934. Rezultatul lui Kleene si Rosser,
apreciaza Curry, este comparabil ca importanta cu teoremele de incompletitudine
ale lui Lowenheim, Skolem si Godel, insa, din cauza dimensiunii §i a complexitatii
lui, paradoxul risca sd nu-si atinga tinta. Se cerea deci o simplificare a paradoxului,
ceea ce Curry a si facut 1n studiul mentionat.

24* si B* sunt numerele godeliene ale propozitiilor 4 si B. Espresia Val (4%, B") se va citi:
propozitia cu numarul gddelian B* este consecinta validd a propozitiei cu numirul gédelian 4™,
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Un an mai tarziu (a doua etapd), Curry publica articolul The Inconsistency of
Certain Formal Logic (JSL, 1942), in care produce o simplificare si mai drastica a
paradoxului. Pentru ca argumentul prezentat aici este inedit, el nu mai circuld astazi
sub numele de ,,paradoxul Iui Kleene si Rosser”, ci sub numele de ,,paradoxul lui

t3

Curry”.

Obiectivul studiului, spune Curry, este sa arate ca daca folosim un alt paradox va rezulta o
inconsistentd printr-un argument mult mai simplu §i o ipotezd mai putin restrictiva.
Contradictia nu mai poate fi numita ,,paradoxul lui Kleene si Rosser” din cauza faptului cé se
bazeazi pe un principiu complet diferit'’.

Demonstratia lui Curry porneste de la un sistem formal S, combinatorial
complet', dotat cu o implicatie o, astfel ca, daca pentru doi termeni arbitrari M, N
au loc implicatiile I — III de mai jos, atunci orice termen din S este o asertiune (sau
formuld demonstrabild):

L|-M>M,
ILl-Mo>.Mo>N.—».|-M>N,
. |-M&|-M>N.— . |- N.

Practic, ceea ce demonstreaza Curry cu ajutorul schemelor I — III este
inconsistenta sistemului S. Conditia este ca pentru orice termen B sa existe in S un
termen U, astfel ca Intre U si B sd aiba loc relatia (U): U = U o B (vezi teorema
punctului fix aplicatd implicatiei x > B). Presupunand ca respectiva relatie (sau
conditie) se respectd, B poate fi dedus in S fara dificultate:

() Uo U[dinI],

(2) Uo (U> B) [ din (U), prin simplificare ],
(3) Uo B[din 2, IT i II1],

(4) U[din 3, (U) si 111],

(5) B[din3,4si 1]

Relatia U = U o B este, din cate vedem, cheia Intregii probleme. O vom numi
relatia (U), respectiv conditia (U), in functie de cum ne vom referi la ea. In
sistemul S, unde are loc demonstratia, relatia (U) este o identitate intre doi termenti,
spre deosebire de sistemele de logica propozitionald unde relatia este o echivalenta
intre doua propozitii. Interpretarea propozitionald a relatiei (U) da un caz special de
autoreferentialitate:

(k) Daca aceasta implicatie este adevaratd, atunci este adevaratd §i o propozitie
oarecare B.

B H. B. Curry, The Inconsistency of Certain Formal Logic, in ,,The Journal of Symbolic
Logic”, vol. 7, no. 3 (sept. 1942), p. 115.

!4 Completitudinea combinatoric a sistemului se referd la capacitatea lui de expresie, deci este
altceva decat completitudinea deductiva.
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Avand 1n vedere cd B poate fi i o propozitie falsa, relatia (U) s-ar putea reda

exemplu, propozitia
(i) Daca aceasta implicatie este adevarata, atunci 2 + 2 # 4,

examinatd In legaturd cu paradoxul validitatii, este un caz particular al schemei
(U”) si implicit al schemei (U).

Doua aspecte sunt mentionate in legdtura cu paradoxul lui Curry —
pozitivitatea lui (faptul ca poate fi construit fard negatie) si sfera lui de cuprindere.
Aceasta cuprinde teoriile aga-zis intuitive, cum este teoria intuitivd a adevarului,
teoria intuitivd a multimilor, teoria intuitivd a combinatorilor s.a. Le voi prezenta
succint in cele ce urmeaza.

5.3. PARADOXUL LUI CURRY $I SCHEMA NERESTRICTIONATA
A ADEVARULUI LA TARSKI

Schema adevarului la Tarski — [A4] este propozitie adevaratd daca si numai
dacd A — o vom exprima simbolic prin:

(T) T[A]=4
unde cu [4] am notat numele propozitiei 4. La schema (T) se adaugd schema
implicativa

(P) (A& A>B)—>B

cunoscutd sub numele de asertiune sau de pseudo modus ponens. Mai departe, din
(U’) si din (T), prin substitutie de echivalente, se obtine:

(D) T(U)=T[U >,

Cele trei scheme sunt suficiente pentru derivarea constantei f, dupa cum se
vede si din secventa de mai jos:

.U=U>Sf [schema (U”)]

2.(U& (U>H)of [(P) aplicata la U si f]

3.(U&U)Df [din (2), prin substitutiea lui U o f'cu U]
4.Uof [din (3), prin simplificare]

5.U [din (1) si (4), prin modus ponens]

6.f [din (4) si (5) prin mod. ponens]

5.4. PARADOXUL LUI CURRY SI AXIOMA COMPREHENSIUNII

Ceva similar se intdmpla in teoria multimilor relativ la axioma compre-
hensiunii (sau abstractiei). Potrivit axiomei, orice predicat /' determind o clasa
M= {x: F(x)}, astfel ca intre x € M si F(x) are loc relatia:

©) (x). x e M= F(x)
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i1 inlocuim in (C) pe F cu schema x € x — fpentru a defini multimea:

M) M={x:x e x> f}.

Din aceasta definitie si din axioma (C) se obtine relatia:

(D) MeMy=M e M-

Deductia lui f'se face din (C) si din (D) 1n aceeasi maniera:
I MeM>MeM->f [din (D), prin simplificare]
2. MeM-—f [din 1, prin contractie]
3 MeM [din 2 si din (D), prin MP]
4.f [din 2 si 3, prin MP]

Cititorul a observat, probabil, cd schema (D) nu este altceva decat schema
(U”) cand locul lui U este luat de M € M. Prin urmare, si axioma comprehensiunii,
aplicata schemei (U’), da aceeasi inconsistenta f.

5.5. PARADOXUL LUI CURRY SI TEORIA INTUITIVA A COMBINATORILOR

Conditia (U) este satisfdcutd si In logica combinatorica, deci si aici este
posibild o deductie de tip f. Introducem pentru inceput definitiile combinatorilor
3 si Y, precum si regulile de reductie asociate lor:

R R= x.x>8B, M Y=\ RO
Rx=x—>B Yy=R ()

Cu ajutorul acestor reguli se poate demonstra simplu cé relatia (U) corespunde in
sistem combinatiei Y'Y:

U=YY [Definitie]
=R(YY) [Din definitie si din (Y)]
=R() [Din definitie si din (R)]
=U—>B [Din (R) aplicat lui U]
~U=U->B

Daca in definitia (R) il inlocuim pe B cu f, obtinem schema (U’) (las
cititorului ca exercitiu reformularea rationamentului).

Paradoxul lui Curry nu este propriu-zis un paradox, ci o demonstratie de
inconsistentd care se foloseste de un paradox. Curry invoca paradoxul
mincinosului, paradoxul lui Richard si paradoxul lui Russell, toate trei avand o
stransa legaturd cu schemele (U) si (U’). Daca vom compara, de pilda, schema (D)
din paradoxul lui Curry cu paradoxul Iui Russell, vom observa o simetrie perfecta
intre (M € M)—> fsi ~(M € M). De aici ideea cd paradoxul lui Curry ar fi
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paradoxul lui Russell fara negatie. Diferentele se datoreaza schemelor de deductie
folosite. Daca la Russell apar scheme specifice negatiei, la Curry apar cele doua
scheme (U) si (U’) care nu presupun negatia.

Schema (U) U = U o B, dupd cum am mai spus, provine din teorema
punctului fix aplicatd implicatiei x > B. Schema (U’) U = U > f'este schema (U) in
care locul lui B a fost luat de o propozitie falsi oarecare, notati cu f. Insi aceeasi
schema (U’) poate fi privita si ca o reformulare a paradoxului mincinosului:
propozitia U exprima propria sa falsitate. Simbolic, aceasta s-ar putea reda prin
U= (U=J)sau prin U = (U D B). Important este ca niciuna dintre scheme nu este o
expresie logic validi, ceea ce ne aduce incd o datd in fata intrebarii: este
rationamentul lui Curry realmente un paradox?

Avand in vedere ca (U) si (U’) sunt obtinute in sistemele respective prin
procedee valide (vezi paragraful anterior), argumentul trece drept paradox (o specie
aparte de paradox al autoreferentialitétii), Insa chiar si In aceste conditii indoiala se
mentine.

Privita din perspectiva logicii propozitiilor, relatia U = U D f'nu este altceva
decéat contradictia U = ~U, in care ~U a fost inlocuitd cu echivalenta ei U D f (in
sistemul lui A. Churh, de exemplu, axioma (P O f) D f este proprietatea dublei
negatii). Ceea ce Inseamnd cd paradoxul porneste de la o inconsistentd pentru a
ajunge la o altd inconsistenta, singura diferenta fiind aceea ca una dintre inconsistente
este admisa (fiind obtinuta prin procedeul diagonalizarii), iar cealalta respinsa. Or,
normal ar fi fost ca odatd cu respingerea uneia, sa se respinga si cealaltd (in aceste
conditii, nici observatia privind forma pozitiva a paradoxului nu se mai sustine).

6. PARADOXUL LUI LOB

Matematicianul englez de origine germana Martin Lob a demonstrat, in 1955,
teorema care astazi 1i poartd numele, o teorema prin care se aratd ca dacd 4 si B
sunt expresii inchise din limbajul unui sistem S de aritmetica recursiva si daca
Bew(x) este predicatul demonstrabilitétii in S, atunci,

(1 Daci |-s Bew (B") — B, atunci |- B.

Teorema da o solutie pozitiva problemei lui Leon Henkin (1952) privind
demonstrabilitatea in sistemul aritmetic vizat a unei propozitii ce exprima propria
sa demonstrabilitate. Spre deosebire de propozitia gddeliana

) G = —Bew(G"),

care, desi adevaratd, este indecidabila in sistem (nici ea, nici negatia ei nu pot fi
demonstrate), propozitia

(3) H = Bew(H"),
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cunoscuta si ca propozitie a lui Henkin, este demonstrabild in S. Aspectul paradoxal
al propozitiei H va fi discutat ceva mai departe, deocamdata sunt necesare cateva
precizari cu privire la notiunile si simbolurile folosite in demonstratie. Cu mici
exceptii, ele sunt aceleasi cu conceptele si simbolurile din demonstratia teoremelor
godeliene. Simbolul ,,S” desemneaza, dupa cum am mai spus, aritmetica lui Peano,
un sistem consistent de aritmeticd recursivd ce contine schema inductiei
matematice. Limbajul lui S, notat cu Lg, este limbajul logicii predicatelor la care se
adaugd constantele 0 (zero) si s (succesor), relatia ,.=", precum si operatiile
aritmetice ,,+” si ,,x”.

Pe langé axiomele proprii, S contine §i citeva axiome logice, iar ca reguli de
deductie, regula generalizarii si modus ponens (faptul ca o propozitie B se deduce
ca teoremad 1n S se noteaza, ca §i pana acum, cu ,,|—s B”).

Relativ la S se introduce predicatul demonstrabilitatii ,,Bew(x)”. Contrar
asteptarilor, acesta nu se aplicd expresiilor, ci numerelor gddeliene ale expresiilor.
Conform aritmetizarii godeliene, expresiile si demonstratiile din Lg sunt asociate,
dupa un algoritm anume conceput, cu numere prime, astfel ca fiecare expresie si
fiecare succesiune finita de expresii din Lg Isi va avea propriul sau numar.

Convenim s notdm cu A" numarul gddelian al expresiei A. Valorile lui x din
»Bew (x)” nu vor fi expresiile pur si simplu, ¢i numerele godeliene ale expresiilor
(putem considera numarul 4" drept numele (gddelian) al expresiei A).

Predicatul ,,Bew (x)” poate fi parafrazat cu ajutorul relatiei de demonstratie
,D(x, ¥)”. Vom spune asadar despre x* cd este numarul godelian al unei expresii
demonstrabile in S dacd si numai dacd existi in S un numar godelian V",
corespunzitor demonstratiei pentru expresia cu numarul godelian x* din S:

4) Bew(x") =4 (IV") D(V', x7)

Normal ar fi fost ca intre predicatul ,,Bew (x)” si semnul asertarii ,,|—s” sa
existe o concordanta, o identitate chiar, insd o asemenea identitate nu poate avea
loc din simplul motiv ca sfera lui ,,Bew (x)” este mult mai mare. Practic, orice
predicat din S care satisface axiomele I-III de mai jos este un predicat al
demonstrabilitatii:

I. Daca |—s 4, atunci |—s Bew (4%),
I1. Daci |—s Bew (4" — B"), atunci |-s Bew (4") — |—s Bew (4")
I11. Daca |—s Bew (4"), atunci |-s Bew Bew (4"),
Cele trei axiome au fost introduse de M. Lob dupa cartea lui Hilbert si
Bernays, Grundaglen der Mathematik, vol 11, si sunt sunt cunoscute astazi sub

denumirea de ,.conditiile (sau axiomele) Hilbert-Bernays-Lob”. Impreund cu
propozitia

(H) |-s H=Bew (H") — B,
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obtinutd din Bew (x) — B prin teorema punctului fix, si cu |-s Bew (B") — B
(ipoteza teoremei), axiomele I-III sunt suficiente pentru deductia propozitiei B".
Deductia are loc dupa cum urmeaza:

(1) |-s H= Bew (H') = B Prop. (H)
(2) |-s H —> [Bew (H') = B] Din (1)

(3) |-s Bew { H—> [Bew (H") — B]} Din (2) si I
(4) |—s Bew {H — [(Bew (H') — B]} —

— {Bew (H") — Bew [Bew (H") = B]} Din (3) si Il
(5) |-s Bew (H") = Bew [Bew (H") — B] Din (3) i (4)
(6) |-s {Bew [Bew (H") = B)] —

— [Bew Bew (H") — Bew (B")] Din (5) si II
(7) |-s Bew (H") —> [Bew Bew (H") — Bew (B")] Din (5) si (6)
(8) |-s Bew (H") — [BewBew (H")] Din III
(9) |-s Bew (H") — Bew (B") Din (7) si (8)
(10) |-s Bew (B") > B Ipoteza
(11) |- Bew (H') = B Din (9) si (10)
(12) |- H Din (1) si (11)
(13) |- Bew (H') Din (12) si |
(14) |- B Din (1) si (13)

S-a demonstrat astfel ca in sistemul de aritmeticd S, din ipoteza |—s Bew (B")
— B, prin axiomele I-III si prin teorema punctului fix, se deduce propozitia B. Dar
pentru ci din (14) si din I se obtine |-s Bew (B”), o putem aserta in continuare pe
|-s B — Bew (B"). Coroborat cu (10), aceasta di propozitia lui Henkin B = Bew(B").
Prin urmare, orice propozitie din S care afirma propria sa demonstrabilitate este
demonstrabild in S.

Cu aceasta, consider teorema lui Lob suficient precizata. in continuare, voi
face un scurt comentariu asupra aspectului de paradox al teoremei lui Lob.

Ca si paradoxul Iui Curry, paradoxul lui Lob este o variantd a paradoxului
validitatii, cu diferenta ca in paradoxul lui Loéb intervine schema adevarului la
Tarski, 1n timp ce paradoxul lui Curry uzeaza de principiul (sau axioma) compre-
hensiunii din teoria multimilor.

Fie B propozitia ,,dacd B este adevaratd, atunci 2 + 2 # 4 (a se revedea
paradoxul validitatii). Mai departe, proceddm in maniera teoremei lui Lob:

(1) B este adevarata, Supozitie.
(2) ,.Dacd B este adevarata, atunci 2 + 2 # 4” este adevarata, Din (1) si din B.
(3) Dacé B este adevarata, atunci 2 + 2 £ 4, Din (2).

'S Demonstratia este reformulati dupa G. Boolos, Logic of Provability (1993, p. 54), G. Boolos
si R. Jefrey, Computability and Logic (1992, p. 183-88) si E. Mendelson, Introduction to
Mathematical Logic (2001, p. 213-14).
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(4)2+2+4, Din (1) si din (3).
(5) Dacé B este adevarata, atunci 2 + 2 # 4, Din (1) si din (4).
(6) ,,Dacd B este adevirata, atunci 2 + 2 # 4” este adevarata, Din (5),

(7) B este adevarata, Din (6) si din B.
(8)2+2#4, Din (5) si (7).

Paradoxul, ca si teorema lui Lob, readuce in discutie problema raportului
dintre adevar si demonstrabilitate. Intr-un sistem formal de complexitatea celui
invocat va exista intotdeauna o diferentd intre ceea ce se demonstreaza efectiv si
ceea ce se spune in sistem ca se demonstreaza. Prin teorema lui Godel ludm act de
limitele demonstrabilitdtii sistemului, iar prin teorema lui Lob de limitele expri-
mabilitatii lui.

Propozitia gddeliand |-s G = —Bew(G") o indicd pe G drept punctul fix al
expresiei —Bew(x). Indecidabilitatea lui G, relativ la S, poate fi pusa in evidenta cu
ajutorul axiomei I. Rationamentul este urmatorul: din ipoteza |—s G si din |-s G =
—Bew(G") rezultd |- —Bew(G"). Insd din aceeasi ipoteza si din axioma I rezultd
|-s Bew(G"). Prin urmare, ipoteza |—s G este contradictorie, deci non-|—s G. Rezulta
de aici ci este fals Bew(G"). Dar ipoteza |—s—G, intrucit |-s G = —Bew(G"), duce la
demonstrabilitatea propozitiei false Bew(G"). Pentru cd nu are loc nici |-s G, nici
|-s—G, propozitia G este indecidabild. Prin urmare, daca S este consistent, atunci
niciun punct fix al expresiei —Bew(x) nu este demonstrabil in S, si dacd S este
o-consistent, niciun punct fix pentru —Bew(x) nu este indemonstrabil. Insa punctul
fix al expresiei —Bew(x) existd, deci vom putea aserta prima teoremd de incom-
pletitudine pentru S: daca S este w-consistent, S este incomplet.

7. CATEVA CONSIDERATII FINALE

Argumentul diagonal este astdzi locul comun al discutiilor logico-filosofice
despre infinit si despre dihotomiile lui specifice. Prin teorema punctului fix,
argumentul a castigat foarte mult teren in matematicd, depasind cu mult sfera
problemelor pentru care a fost conceput. Un masiv tratat de matematicad (690
pagini) aparut recent la Springer, avandu-i ca autori pe Andrej Granas si James
Dugundji, Fixed Point Theory (2003), incearcd o unificare a aplicatiilor teoremei si
implicit a argumentului, intr-un fel de matematica a punctului fix. ldeea de punct
fix, definita de cei doi autori in introducerea lucrarii, aminteste oarecum de functia
diagonala (1) din capitolul 4 al prezentei lucrari: daca X este un spatiu (Hausdorf)
oarecare §i f o aplicatie a lui X (sau a unei submultimi a lui X) 1n X, atunci un punct
X € X este numit punct fix pentru f daca x = f{x). Multimea tuturor punctelor fixe
pentru o functie datd f este notatd cu Fix(f). Mai departe, cu ajutorul notiunii de
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punct fix se introduce notiunea de spatiu al punctului fix (fixed point space): un
spatiu X in care orice aplicatie f: X — X admite un punct fix este un spafiu al
punctului fix.

Aplicatiile logice ale argumentului diagonal vizeaza, cu precadere, problema
paradoxurilor. Godel a fost, dacd nu primul, in orice caz printre primii care au
vazut in paradoxul lui Richard o aplicatie a metodei diagonalelor. Ulterior, metoda
aproape ca s-a generalizat. Si aici teorema punctului fix a deschis perspective noi
de aplicare. In plus, s-au reactivat teme logice de mult uitate, cum ar fi paradoxul
validitatii, de exemplu, reeditat prin paradoxul Iui Curry, prin paradoxul Iui Lob si
prin alte rezultate de varf ale logicii matematice. Ele au dat un nou continut ideilor
formale de adevér, demonstrabilitate si exprimabilitate.

Filosofia argumentului diagonal inregistreaza, si ea, cateva probleme noi.
Cele vechi se refereau la ipoteza continuului (restransd si generalizatd) si la
conceptul de infinit, iar cele noi se refera la formele de rationalitate si de inferentialitate
logica impuse de matematica modernd. Argumentul diagonal este, intr-adevér, o
forma noud de argument, necunoscuta logicii clasice, inséd ingredientele lui — legea
tertului exclus, legea dublei negatii, rationamentul prin reducere la absurd s.a. —
sunt cunoscute logicii inca din Antichitate. Ce este nou atunci si ce este vechi in
metoda rationamentului diagonal?

O obiectie de fond impotriva rationamentului a ridicat logica (§i matematica)
intuitionista. In capitolul 2 s-a aritat, cu ajutorul tabelului 1, ci multimea numerelor
reale din intervalul [0, 1] contine nu unul, ci o infinitate de numere reale ce se
sustrag corespondentei cu multimea numerelor naturale, de unde ideea a cel putin
doua tipuri de infinit. Rezultatul parea, intr-adevar, spectaculos, el a realimentat
speculatiile filosofice pe tema infinitului, Tnsa, au spus intuitionistii, atata timp cat
argumentul indica fard a construi el nu poate trece drept o metoda valabila de
demonstrare in matematica. S-a ajuns astfel ca o problema filosofici — clasica
problema a existentei — sa desparta apele intr-o stiintd atat de riguroasa cum este
matematica. Valabil in matematica actualistd, pentru care este suficientd conditia
slabd a existentei (necontadictia), argumentul diagonal este mai putin valabil, sau
chiar nevalabil, in matematica intuitionista unde functioneaza criteriul efectivitatii.
Teza pluralismului logic a punctat din nou, chiar §i in aceastd forma indirectd. Pe
de alta parte, problemele in discutie au aratat clar ca matematica, logica si filosofia,
domenii candva atat de indepartate, au devenit astizi de nedespartit.
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